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nom provient d'une similitude d’aspect entre le gaz chaud composant la couronne solaire et le

plasma sanguin ou des cellules sont observables a petite échelle. Cet état de la matiere consti-
tue I'état de pres de 99% de la matiere observable dans 1'Univers, ce qui suggere que différents
phénomeénes physiques peuvent transformer un gaz en plasma. Le systeme de particules consti-
tuant un atome se compose d’un noyau, porteur dune charge électrique positive, et d"'un nuage
d’électrons, porteurs de charges électrique négatives. Ce systeme est lié énergiquement, ce qui
empéchent les électrons de quitter le voisinage du noyau. Dans un gaz non-ionisé, 1’ensemble
des atomes (et des molécules) sont électriquement neutres, ce qui rend ainsi le gaz neutre et in-
sensible a la présence d’'un champ électromagnétique (en supposant que ce dernier n’a pas une
intensité trop forte). Afin de permettre a certains des électrons de pouvoir se libérer de l'attraction
électrostatique du noyau, un processus d’ionisation doit transférer de I’énergie a I'électron afin que
ce dernier acquiére une énergie cinétique suffisante pour se libérer.

I est commun en physique de dénommer le quatrieme état de la matiere par le terme plasma. Ce

1.1 Mécanismes d’ionisation d’un gaz

Parmi tous les processus physiques pouvant accomplir ce type de transfert d’énergie, les trois
principaux sont 'agitation thermique, la photo-ionisation et la cascade électronique. Chacun de
ces processus possede une origine différentes mais peuvent se produire au méme moment, I'un
n’étant pas exclusif des autres.

— Agitation thermique : Sous ce terme on décrit la quantité d’énergie cinétique moyenne d'un
gaz en équilibre thermodynamique a l'intérieur duquel les atomes collationnent entre eux
a une fréquence qui dépend de la température du gaz. Quand la température du gaz est
suffisamment élevée, les collisions entre atomes et molécules peuvent transférer de 1’énergie
cinétique a des électrons peuplant les couches électroniques les moins liées de telle facon
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CHAPITRE 1. CLASSIFICATION ET CARACTERISATION DES PLASMAS

que ces derniers se libérent de I’atome. A ce stade, le gaz se transforme alors en un plasma
ol cohabite des especes neutres, des cations ainsi que des électrons libres. Afin qu'un tel
phénomeéne se produise a grande échelle dans le gaz, il est important de noter que 1'énergie
cinétique moyenne des constituants du gaz doit généralement étre de beaucoup supérieure
a I'énergie d’ionisation des atomes.

— Photo-ionisation : Ce mécanisme décrit I’absorption par des atomes de photons provenant
d'une source de rayonnement a l'intérieur ou a l'extérieur du gaz. Les éléments de I'atome
permettant ce mécanisme sont les électrons qui ont une plus grande efficacité a capter et
émettre des photons. Ainsi si un rayonnement de suffisamment haute énergie vient traver-
ser un gaz, certains électrons composant le nuage électronique des atomes vont avoir suffi-
samment d’énergie pour se libérer et se propager librement dans le plasma. Un exemple
simple provient de la photo-ionisation de I'’hydrogeéne dont I'énergie de liaison de son
électron est de 13.6 eV. En calculant la longueur d’onde des photons ayant cette énergie,
on trouve aisément que ceux-ci appartiennent aux ultra-violets puisque A = 0.34um. La
lumiere solaire, ou plutdt sa composante de plus haute énergie, sont capable d’ioniser cer-
tains atomes d’hydrogéne contenus dans les molécules d’eau de I’'atmosphere.

— Cascade électronique : Ce processus physique est engendré par 1'application d'un champ
électrique intense a travers un gaz. Si dans ce gaz quelques électrons sont libres (statisti-
quement il y a toujours une trés petite quantité d’électrons libres en vertu de la distribu-
tion de Maxwell-Bolztmann) alors ceux-ci sont fortement accélérés par le champ électrique.
Ces électrons acquirent ainsi une treés grande énergie cinétique qui permet d’arracher des
électrons des atomes du gaz lors de collisions (ou d’interactions électrostatiques). Les électrons
arrachés deviennent a leur tour des projectiles qui vont arracher d’autres électrons et ainsi
de suite. Il se forme alors ce que I’on nomme une cascade électronique qui donne naissance
a une plasma. Celui-ci disparaitra une fois le champ électrique disparu car les particules
accélérées vont rayonner 1'énergie acquise et ensuite étre capturés par les cations du plasma.
Un exemple typique de ce phénomene est celui de la foudre ot1 un champ électrique énorme
est généré par friction entre des masses d’air, ce qui a pour effet de créer une décharge
électrique brillante trés intense mais tres breve signant le retour a 1’équilibre du gaz.

1.2 Caractérisation d’un plasma - diagramme densité-température

Afin de caractériser 1'état d'un plasma, il est indispensable de pouvoir identifier dans quel
cadre de description nous pouvons les caractériser. Ainsi nous devons pouvoir identifier si un
plasma est soumis a une description classique ou quantique, si ses constituants ont une dynamique
relativiste ou s’ils sont dominés par les forces électrostatiques. Une fagon de pouvoir évaluer ses
différents aspects consiste a comparer les longueurs caractéristiques de chaque phénomene et ainsi
de pouvoir identifier la notre du plasma.

1.2.1 Longueurs caractéristiques d’un plasma

Dans cette sous-section nous allons rappeler les différentes longueurs caractéristiques puis
dans la section suivante nous verrons comment définir 1'espace de parametres dans lequel se
trouve les plasmas classiques qui constitue le sujet de ce cours.
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1.2. CARACTERISATION D’UN PLASMA - DIAGRAMME DENSITE-TEMPERATURE

Distance au plus proche voisin

Cette distance correspond a la distance moyenne entre deux particules du plasma. Comme nous
pouvons I"appréhender, ce concept est directement lié a la densité volumique du plasma. Plus celle-
ci sera élevée et plus la distance entre particules sera faible. Si on note n la densité volumique de
particules, alors n aura les dimensions de I'inverse d"un volume. Si on représente chaque particule
comme ayant une boite de volume d® autour d’elle délimitant son espace propre, alors on peut
définir la distance au plus proche voisin comme

d~n 3 (L1)

ou n s’exprime comme l'inverse d"un volume.

Longueur de de Broglie

La longueur de de Broglie correspond a la longueur d’onde associée a une particule animée d"une
quantité de mouvement dont I'origine est 1’agitation thermique. En mécanique quantique une par-
ticule possédant une quantité de mouvement de norme p possede une énergie £ = pc = hc/A\; ol
A¢ est appelé longueur de de Broglie, h est la constante de Planck et c est la vitesse del a lumiere
dans le vide. Ainsi dans le cas d'une particule non-relativiste de masse m, la longueur de de Broglie
s’écrit

h h
N\ — — 1.2
t mv, mkgT (12)

ol v, est la vitesse moyenne des particules de température 7. Leur énergie cinétique étant de
I'ordre de kT en moyenne (kp est la constante de Bolztmann), on a alors v, = \/kpT'/m ce qui
amene l’expression ci-dessus. La longueur de de Broglie est ainsi un outil intéressant pour savoir si
parmi les particules qui composent le plasma, nous pouvons les distinguer des autres en délimitant
la taille du paquet d’onde associé.

Longueur de Landau

La longueur de Landau est la distance qui caractérise 1'équilibre entre 1’énergie électrostatique
entre particules et 1’énergie cinétique d’agitation thermique de ces particules. Si on égalise 1'énergie
potentielle électrostatique a 1’énergie cinétique des particules de charge ¢, on obtient

q2

4me,r,

= kgT (1.3)

ol 7, est la longueur de Landau. Sa définition est immédiate et s’exprime comme

q2

"= Une kgl (14

Si deux particules de charge électrique opposée s’approchent a une distance inférieure a la distance
de Landau sous l'effet de 1’agitation thermique, alors elles formeront un systéme d’énergie lié
(énergie mécanique négative!) et resteront corrélées spatialement.
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Libre parcours moyen

La distance de libre parcours moyen d’une particule /,,, symbolise la distance moyenne sur la-
quelle une particule peut se propager sans rencontrer une autre particule composant le plasma. Au-
dela de cette distance, toute particule subira des déflexions de trajectoires (collisions ou déflexions
électrostatiques) et se retrouvera en équilibre thermique avec le plasma. Si on considére un plasma
standard composé de noyau atomique et d’électrons, les plus gros obstacles seront les noyaux ato-
miques dont la section efficace de collision est supérieur mais de 1’ordre de la section efficace de
Thomson o7 d'un proton. Le libre parcours moyen est alors

1
Ipm ~ —— (1.5)

orn

o1 n est la densité volumique de noyaux. Ainsi plus le plasma est dense et plus [, est petit car la
densité d’obstacles augmente.

Longueur de Debye

Au sein d"un plasma, plusieurs espéces chimiques se propagent avec chacune une charge électrique
propre. Ainsi ce mouvement incessant de charge limite la portée de l'interaction électrostatique
générée par une particule donnée. Pour estimer la portée du potentiel électrostatique d"une parti-
cule, nous allons dans un premier temps estimer la distribution spatiale des particules de chaque
espece autour de la particule considérée. Si on note ®(r) le potentiel électrostatique engendrée par
notre particule alors I'espece chimique a de charge ¢, aura une énergie potentielle ¢, ®(r) ot r est
la distance a la particule considérée. Les particules du plasma possede une distribution régie par la
statistique de Maxwell-Bolztmann, ce qui nous permet d’écrire que la densité spatiale de 'espece
chimique a autour de la particule considérée sera

Na(r) = Ngo €xXp (—‘](i?) (1.6)
ol1 ng, est la densité de particules de 'espece a a grande distance de la particule considérée, c’est
a dire quand ®(r) — 0. Si l’espece chimique a posséde une charge électrique de méme signe que
la particule considérée, alors le produit q,P(r) est positif et I'on s’apercoit qu'a proximité de la
particule considérée la densité de 1’espece chimique a diminue : cela traduit l'effet de répulsion
électrostatique de charges de méme signe. L'effet est inverse pour une espéce chimique de signe
opposée puisque sa densité augmente en se rapprochant de la particule considérée. Si on note
p(r) = >,nagq la densité de charge volumique totale du plasma, alors 1’équation régissant le
potentiel électrostatique est donnée par la loi de Poisson

AD() + p(r) N qo(r)
€o €o

=0 (1.7)

ou ¢ est la charge de la particule considérée placée en r = 0. Pour que le plasma reste ionisé, c’est
a dire que les électrons libres ne se recombinent pas avec les cations, il faut que I'énergie cinétique
d’agitation thermique soit trés supérieure a 'énergie potentielle électrostatique entre particules, ce
qui amene donc que |¢,®(r)| < kpT. On peut alors tout de suite exprimer la densité volumique
de charge p(r) comme

p(r) = ZnaQQ = Z GaMao €XP <—q2q;¥)> ~ Z GaMao <1 — qclig)) (1.8)




1.2. CARACTERISATION D’UN PLASMA - DIAGRAMME DENSITE-TEMPERATURE

Le premier terme de I’expression obtenue ) _ , .74, = 0 car le plasma est globalement électriquement
neutre. L'équation de Poisson devient alors

AD(r) -y "ZOOqE;I’T(T) + qi(:) =0 (1.9)

Afin d’alléger 1’équation ci-dessus, nous pouvons définie la longueur de Debye du plasma Ap en

posant
1 Naoq> 1
= = —goia _ — 1.10
N "2kl T2, (110
ce qui nous donne 1’équation suivante a résoudre
¢ o
AD(r) — @ L 10 (1.11)
A €o

La résolution de cette équation différentielle peut étre obtenue en prenant la transformée de Fou-

rier de celle-ci car si on pose que
b(k) = / / / B(r)e RT3y (1.12)

alors on montre facilement que A®(k) = —k>®(k). La transformée de Fourier d’une fonction de
Dirac étant TF'(6(r)) = 1, on arrive a I'équation de Poisson dans 'espace de Fourier

A q )\%
dk)=——=— 1.13
0=t b (113)

Il ne reste plus alors qu’a calculer la transformée de Fourier inverse de cette expression qui est

O(r) = (2717)3 / / / &(k)eF Bk (1.14)

Cette intégrale triple porte sur I’ensemble de I'espace des vecteurs d’onde k dont 1'élément de
volume s’exprime en coordonnées sphériques d*k = sin 0k2dk,.dfd¢. Cette base sphérique peut
étre orientée arbitrairement donc nous allons choisir comme axe de référence pour la coordonnée
6 = 0 l'orientation du vecteur position 7. Ainsi il vient rapidement que k-7 = kercosf avec
||k|| = k- car le vecteur d’onde est colinéaire avec sa composante radiale. Aucun terme ne dépend
de ¢ donc l'intégration sur cette coordonnée est triviale et amene un facteur 27. L'intégrale de vient
alors

1 400 T )\2 ik,r cos 9k2 ind 1 +o0 )\2 ik, cos BkT ™
o(r) = 2/ / 4p ¢ e ke df = 2/ 47D [6 - ] dk,  (1.15)
(2m)% Jo 0o €o 14+ k%)%, (2m)2 Jo  deor [ 1+ E2NG |,

En appliquant les bornes de I'intégrale sur 6, on voit apparaitre 1’expression

1 o0 gA\2) k, sin(k,7) 1 O g\ kethrm
d(r) = — D L dk, = Im | — D dk, 1.16
(r) 272 /0 eor 1+ kQAZD mn (47r2 /_Oo gor 1+ k2)\2D > (1.16)

car la fonction sous l'intégrale est paire en k, et ot Zm est la partie imaginaire d"une expression.
Ce dernier calcul d’intégrale est obtenu grace au théoreme des résidus. En effet, on peut constater
que la fonction sous l'intégrale présente un point singulier sur I'axe imaginaire ¥ = i/Ap. En
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définissant un contour fermé C passant par 1’axe des réels et se fermant le long d"un demi-cercle
de rayon infini, on a par le théoreme des résidus

R k'r ikyr R kr ikr

/ (k)" dk, = 2irRes(®(k) " i/\p) (1.17)
I r T

Etant donnée la structure de la fonction ®(k) qui décroit en 1/|k| pour |k| — oo, le lemme de Jordan

nous indique que l'intégrale de la fonction sur le demi-cercle du contour a l'infini est nulle. On a

ainsi

r —00

. ikyr +oo —ikr . ikyr
/ b g, = / bk gk, — 2inRes <q>(k)k’“e,i/AD) (1.18)
c T T

Le résidu a pour valeur d’apres sa définition

R k eikrr i q)\2 k eikrr‘ q)\Dk eikrr
Res [ ®(k)— i/Ap | = i k— — DT = i —i T
° ( )=/ D) b i AD {( /\D> Ao, (1 + k,%AZD)} b Si/AD { Ydr2e,r(1— z‘kTAD)}

(1.19)
En remplagant k, par sa valeur au pdle, on obtient alors
. kreikﬂ' qe—r/AD
Res | ©(k /AD | = 5— .
es ( (k)= 1/ D) S (1.20)

En regroupant toutes les valeurs trouvées, on arrive alors a exprimer le potentiel électrostatique
généré par la particule considérée

d(r) = 47quor exp <);) (1.21)

Ce potentiel électrostatique présente une modification si on le compare au potentiel de la méme
particule isolée dans le vide. En effet un facteur de décroissance exponentiel apparait du fait
de la présence des charges électriques du plasma dans l'environnement proche de la particule
considérée. Ainsi la portée de l'influence électrostatique d’une particule chargée dans le plasma
est spatialement limitée sur une longueur équivalente a la longueur de Debye, on parle alors
d’écrantage du plasma. La sphere d’influence d’une particule avec le reste du plasma est appelée
sphere de Debye.

1.2.2 Diagramme densité-température

Nous avons défini différentes longueurs caractéristiques associées au différents phénomenes
pouvant s’appliquer aux particules d'un plasma. Nous allons maintenant identifier la zone d’ap-
plication de la théorie classique des plasmas qui constitue le coeur de ce cours.

Effets de dégénérescence quantique

Les effets de dégénérescence quantique apparaissent quand les particules composant un plasma se
retrouvent si proche les unes des autres que le paquet d’onde d"une particule se confond avec celui
de ses voisines. Dans ce cas 1a, une description quantique est nécessaire au niveau statistique pour
décrire de fagon adéquate l'interaction entre particules. Si 1’on veut traduire cette constatation en
termes de longueur caractéristique alors le plasma sera quantiquement dégénéré si la longueur de
de Broglie de ses particules est plus grande que la distance au plus proche voisin

h
)\t >d— \/TBT' > n_1/3 (122)
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Cette condition peut se réécrire en échelle logarithmique de telle facon que la limite entre plasma
classique et plasma avec dégénérescence quantique apparait comme une droite dans le plan log n—

logT
N
”; B) - glogT+ 20 (1.23)

ou il est important de rappeler que les valeur numériques sont calculées dans le systeme d’unité
MKSA. Dans cette relation nous avons considéré les électrons du plasma car se sont les particules
qui, de par leur faible masse, ont la longueur de de Broglie la plus grande. Ce sont donc naturelle-
ment les particules qui peuvent étre le plus sujettes a des effets de dégénérescence quantique.

3
logn = 210gT—|—310g<

Effets relativistes

Les plasmas dont la température est tres élevée peuvent contenir en leur sein des particules dont
I"énergie cinétique est si grande qu’elles peuvent devenir relativistes. La limite entre un régime
classique et un régime relativiste est usuellement définie comme la frontiere o1 I'énergie d’agi-
tation thermique est égale a 1’énergie de masse des particules. C’est encore une fois les électrons
libres du plasma qui sont les premiers a éprouvé ces modifications car leur masse et la plus faible.
La limite relativiste sera donc

2
kT = mec® — log T = log (n;ch ) =9.78 (1.24)

On gardera a l'esprit ici que les valeurs numériques sont calculées dans le systeme d’unités MKSA.

Effets de corrélation

Ces effets apparaissent quand quand l'agitation thermique n’est pas suffisante pour que les par-
ticules puissent se propager librement et s’affranchir de l’attraction coulombienne des autres par-
ticules électriquement chargées. On peut traduire cette condition en termes de longueurs, c’est a
dire quand la longueur de Landau est plus grande que la distance au plus proche voisin. Dans
ce cas la distance entre deux particules voisines est si faible que ’énergie potentielle d’interaction
électrostatique est supérieure a I'énergie cinétique d’agitation thermique. On traduit donc cette
limite par
2,1/3 logn

2 1
an <—>10gT:+log< q >:°g”+14.3 (1.25)

=d—>T=
o Areokp 3 Are kn 3

Ces effets de corrélation se produisent entre particules de charges opposées, c’est a dire entre ca-
tions et électrons libres. Dans le cas ol les particules chargées positivement possedent une charge
Ze avec Z un entier supérieur a l'unité, il faudrait incorporer ce facteur Z dans la limite ci-dessus.

Effets quantiques

Au dela des effets de dégénérescence, 1'utilisation de la théorie quantique peut également
s’avérer nécessaire dans le cas ol le plasma est dans une configuration o1 la portée électrostatique
des particules (i.e. la longueur de Debye) est inférieure a la taille du paquet d’onde associée a la
particule (i.e. la longueur de de Broglie). Dans ce cas l'interaction entre particules est régie par la
mécanique quantique et non par l'électromagnétisme classique. Cette frontiere se traduit pour les
électrons

neq2h? 1/2
Ap=M—=>T= <e€> — logn =2logT +17.2 (1.26)

€Omek:]25
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FIGURE 1.1 — Diagramme densité-température des plasmas. Les chiffres apparaissant sur le dia-
gramme indiquent 'emplacement de différents types de plasmas dont les caractéristiques sont
indiquées dans le tableau (1.2). A titre indicatif une ligne verticale a log7" ~ 5.1 a été rajoutée
pour indiquer la frontiére entre plasmas partiellement ionisé et completement ionisé. Cette ligne
indique la température au-dela de laquelle tous les atomes d’hydrogene deviennent ionisés.

En regroupant toutes les contraintes citées précédemment, on arrive a définir une zone ou les
plasmas peuvent étre décrit de facon classique. Les différentes frontieres définies dans cette sec-
tion apparaissent toutes comme des droites dans ce diagramme logarithmique. Le diagramme
densité - température est représenté sur la figure (1.1) avec les différentes frontiéres déterminées
précédemment. La zone de validité de la théorie classique des plasmas est ainsi bornée pour les
hautes densités par la limite quantique ot1 la matiére devient si dense que les particules deviennent
indiscernables et ot des processus de physique des particules entrent en jeu dans I'interaction entre
particules. Un des exemples de ce type de plasma est celui composant des objets astrophysiques
appelés étoiles naines blanches. Dans le cas des températures les plus extrémes, une frontiere ap-
parait ou la dynamique relativiste des particules est a prendre en compte dans la description sta-
tistique du plasma. Enfin pour finir, les plasmas de faible température peuvent étre confrontés
a des effets de corrélation électrostatique qui, bien que descriptible par un formalisme classique,
nécessitent une approche physique différente de celle qui sera considérée dans ce cours d’intro-
duction.

1.3 Sphere de Debye dans les plasmas classiques non-corrélés

Dans la suite de ce cours, nous allons nous intéresser aux plasmas non-corrélés, c’est a dire les plas-
mas suffisamment chauds pour que 'agitation thermique domine l’attraction électrostatique entre
particules chargées. Cette catégorie de plasmas sera donc caractérisée par un parametre mesurant
le rapport entre 1’énergie potentielle coulombienne et I'énergie cinétique de l’agitation thermique
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1.3. SPHERE DE DEBYE DANS LES PLASMAS CLASSIQUES NON-CORRELES

Milieu logign (m™2) | logyo T (K) | logp Ap (m)

Gaz interstellaire (1) 6 35 0.5
Vent solaire (2) 6.5 5 1

Couronne solaire (3) 13 6.5 -1.5
Tokamak (4) 20 7 -5

Magnétosphere de pulsar (5) 18 16

Intérieur stellaire (6) 33 7.5 -11.5

Naine Blanche (7) 38 7 -14

FIGURE 1.2 — Tableau présentant la densité et la température de quelques plasmas terrestres et
spatiaux ainsi que la longueur de Debye de chaque plasma.

que 'on nommera &, tel que

g, = el (1.27)

€therm

qui est usuellement baptisé “petit paramétre du plasma”.

1.3.1 Le "petit” parametre du plasma

Nous allons ici exprimer ce parametre en fonction des caractéristiques du plasma. Pour pouvoir
exprimer ce parametre, nous allons commencer par exprimer 1’énergie coulombienne du plasma
en faisant un bilan des interactions entre chaque paire de particules du plasma. Au sein du plasma,
deux particules a et b de charges électriques g, et g, possédent une énergie d’interaction qui s’ex-

primera comme
Gaqb Tab
o _ _Tab 1.28
ab(rab) 47750rab exXp < )\D) ( )

ou il faut tenir compte de 'effet d’écrantage du au plasma, ce qui explique la présence du terme
exponentiel. Dans 1’expression la distance r,; représente la distance entre les deux particules. Si
on définit maintenant un élément de volume d®z; autour d’un point repéré par 7 alors la charge
électrique de 1’espéce a contenue dans 1’élément de volume sera q,n, (71)d>x1. Si on définit mainte-
nant un autre élément de volume d3x, autour d’un point repéré par 7 alors I’énergie d’interaction
entre les charges de I’espece a situées dans d3z; avec les charges de 1’espece b contenues dans d>z
sera

deab = na(:E'l)nb(fg)@ab(rlg)d3m1d3m2 (129)

Pour obtenir 1'énergie totale d’interaction entre toutes les particules de toutes les espéces en tout
point de 'espace il faut donc faire 1/ une double intégrale sur le volume car chaque particule
interagit avec toutes les autres particules 2/ une somme sur toutes les especes qui interagissent
entre elles. L’énergie totale d'interaction coulombienne devient

€coul = ;ZZ///‘/ ///V Na(Z1)n(F2) Pap (112)d*x1 dP s (1.30)
a b

otl le facteur 1/2 provient du fait qu’en faisant les intégrations, on compte systématiquement deux
fois chaque paire de particules et V' représente le volume occupé par le plasma. Avant de pouvoir
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CHAPITRE 1. CLASSIFICATION ET CARACTERISATION DES PLASMAS

calculer ses intégrales, il nous faut exprimer les densités de particules qui sont affectées par la
présence des autres especes. La premiere chose a réaliser est que si des particules sont éloignées
d’une distance supérieure a la longueur de Debye \p alors le potentiel électrostatique s’annule
a cause de I'écrantage. Ces particules n’interagiront pas 1'une avec 'autre. Ainsi pour une parti-
cule en un point de l'espace, seules les particules situées dans sa sphére de Debye interagiront
avec elle. A I'échelle de la sphere de Debye, les especes se répartissent suivant la statistique de
Maxwell-Bolztmann qui prend en compte l'énergie d’interaction entre particules. Ainsi la densité
de particules de I'espéce a interagissant avec les particules de 'espece b sera

I o,
na(Z1)np(T2) = Naompo €XP <—kb§;2)> (1.31)

oll g, et np, sont les densités moyennes a I’équilibre en 1’absence d’interaction coulombienne et
oll r1g = ||Z2 — #1]||. Arrétons-nous un instant sur cette expression : si deux especes de particules
possedent des charges de méme signe alors @ (712) est positive et croit quand r1o décroit ce qui
entraine une décroissance de la densité de particules des espéces a et b qui interagissent. On re-
trouve bien ici que la répulsion coulombienne entre particules de méme charge tend a éloigner les
particules. Si les especes a et b sont de signes opposés alors c’est I'inverse qui est vrai, I’attraction
coulombienne tend a augmenter la densité de particules. Jusqu'a quel point la densité peut aug-
menter ? Mathématiquement, on peut s’attendre a arriver a une densité infinie! En réalité il n’en est
rien car a tres courte distance, des particules de charges opposées vont se recombiner pour former
une seule particule qui n’interagira plus de la méme facon avec ses voisines. Ce phénomene limite
donc par le bas la distance entre particules a la taille des atomes.

Dans les plasmas non-corrélés, nous avalons déja vu que 1’énergie d’interaction coulombienne
était petite par rapport a I'énergie d’agitation thermique. Cela permet de simplifier I’expression
précédente comme

P
Na(Z1)np(Z2) ~ Ngonpo | 1 — M (1.32)
kgT

Cette approximation est bien vérifiée sauf pour les distances petites mais comme nous 'avons
déja évoqué, les particules se recombinent et alors elles n’e comptent plus dans la population des
especes a ou b. En reprenant 1'expression de 1’énergie coulombienne, on a

Ecoul = ;Z Zb: / / /V / / /V NaoNbo (1 - q>]:§;z,)> Bop(ri2)d>z1d> ey (1.33)

En décomposant I'expression du potentiel ®,;, on obtient deux contributions a ol

1 Gaqpe "2/ AP
- s [

aqbe_QTIQ/AD d3 d3 1.34
B 167T26gT12]€BT e ( ' )

Le premier terme est nul a cause de la neutralité électrique globale du plasma avec ), 140G, = 0.
L’expression de énergie coulombienne devient alors

27‘12/)\[)
4,9, ¢ 3 3
coul = T3 aollbo d d 1.35
€coul Ennb//////wﬂg% EaT r1d° T (1.35)
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1.3. SPHERE DE DEBYE DANS LES PLASMAS CLASSIQUES NON-CORRELES

Avant de pouvoir procéder a 1’évaluation de cette expression, il nous faut remarquer que l'expres-
sion sous l'intégrale ne dépend que de la distance entre les points 7 et s notée r12. Nous allons
donc procéder a un changement de variables afin de pouvoir calculer cette expression. En posant
T2 = &1 — T et 7'y = (1 + Z2)/2 on passe alors aux intégrales (le Jacobien de la transformation est

_1)
2 727’12/)\1:)
adie
€coul = —= Znaonbo / / / / / / 16327, k:BTd Sr10dir (1.36)

ot1 I'élément de volume d®rjs = 47rr%2dr12. Aucun terme sous l'intégrale ne dépend de r, donc
cette intégration est triviale, il reste alors

1 400 2q26727“12/AD N
_ E E a
€coul = — 5 — = NaoNboV /0 167T252T12kBT47rT12dT12 (137)

ce qui se réduit a

2 2 +00 727’12/)\D k TV 727'12//\D oo
Naoqy Npoqy, € B €
coul = — kgTV drio=—"" | Ay
Feoul (; 5OkBT> <§b: sokBT> B /0 gr 12 Y e |,
(1.38)
On arrive alors a I'expression de 1’énergie coulombienne du plasma
kgTV
coul — — 1.39
Ceoul 16mA%, (1.39)

Cette expression particulierement simple de 1’énergie potentielle électrostatique nous ameéne ainsi
a l'expression du “petit” parametre de plasma qui devient, sachant que 1'énergie thermique du
plasma s’exprime comme €perm = %nk: TV (n étant la densité volumique du plasma)

lfcoul ’ 1
= = — <1 1.40
& €therm 247m)\3D ( )

Cette expression nous montre que le terme n/\% > 1. Physiquement cela montre que pour les
plasmas non-corrélés, le nombre de particules du plasma présents dans un spheére de Debye est
tres grand, ce qui conforte '’hypothese que le plasma obéit aux lois de la mécanique statistique et
donc de la distribution de Maxwell-Bolztmann.

1.3.2 Fréquence de déflexion des particules

Au cours de la propagation d'une particule électriquement chargée dans le plasma, cette derniere
subit de I'influence électrostatique des autres particules contenues dans sa sphere de Debye. Les
particules composant le plasma n’ont pas toutes les mémes vitesses. En effet, si toutes les parti-
cules ont une énergie cinétique de l'ordre de 3kpT), la différence de masse entre électrons et ions
fait que les électrons sont les particules de loin les plus rapides. Ainsi on peut considérer que le
plasma peut étre représenté comme composé d’ions immobiles baignant dans un gaz d’électrons
en mouvement. La déflexion de trajectoire sera ainsi principalement ressentie par les électrons de
par leur interaction avec les ions qui croisent son chemin. Dans la figure (1.3.2) on a représenté
une déflexion typique par interaction coulombienne ot la trajectoire de 1’électron est infléchie par
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FIGURE 1.3 - Schéma d"une déflexion de la trajectoire d"un électron par interaction coulombienne
avec un ion de charge Ze. La distance b entre la trajectoire non-perturbée de 1’électron et la position
de l'ion est appelé parameétre d'impact. On note x 1’angle de déflexion de la trajectoire.

l’attraction exercée par l'ion au repos. En résolvant le probleme a 2 corps, on montre que 1’angle de
déflexion de la trajectoire x est relié au parametre d’impact b par la loi de diffusion de Rutherford

Ze? 1 To

_47r€0m6v§ tan (%) " tan (%)

b(x) = (141)
ol m. est la masse de I'électron et v, sa vitesse de déplacement telle que v, ~ /2kpT/(3m.). 11
est important de noter ici que I’angle de déflexion x est orienté, celui sur la figure donne un angle
négatif et donc une tangente négative de 1’angle. On rappelle que r, est la longueur de Landau
définie dans les parties précédentes.

La déflexion de trajectoire dépend de la valeur du parametre d’impact qui est directement relié a la
valeur de I'angle de déflexion. Au cours de sa trajectoire, la vitesse de 1’électron va varier mais une
fois qu’il aura dépassé le voisinage de l'ion, sa vitesse aura la méme norme qu’initialement car la
force électrostatique est une force conservative. Seule 1’orientation du vecteur vitesse de 1'électron
aura ainsi varié. Si on note p; la quantité de mouvement initiale de 1'électron et py sa quantité de
mouvement finale, on aura |p;| = |pf| et py, = p;cos x et py, = p;sin x o1 'axe des x est paralléle a
la direction incidente et I’axe des y est la direction transverse a la direction initiale de la vitesse de
"électron. Selon ces deux directions, la variation de quantité de mouvement sera

Ap =Py — pi = —pi(1 — cos x)€, — p; sin xéy (1.42)

En faisant la moyenne de ces composantes sur 1’angle de déflexion x (variant de —7/2 a 7/2),
on voit immédiatement que seule la variation de quantité de mouvement le long de la direction
initiale de propagation de 1’électron est non nulle. On a alors

< Ap>= —p; < (1 —cosx) > (1.43)

Cette variation de quantité de mouvement peut étre assimilée a une force de collision de nature
coulombienne qui s’écrit

Feou = %? = —up; (1.44)
ou v représente la fréquence de collision caractéristique du plasma. Pour estimer la variation de
quantité de mouvement durant l'intervalle de temps At, il nous faut estimer le nombre de parti-
cules qui entreront en interaction avec I'ion fixe. Le nombre d’électrons ayant un parametre d’im-
pact b qui subiront une déflexion sera nv,At27bdb durant l'intervalle de temps At. On pourra
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remarquer la présence de 'élément de surface cylindrique 27bdb autour de 1’axe de propagation
initiale qui sert de support au flux de particules incidentes nv,. Afin d’obtenir la variation de
quantité de mouvement par intervalle de temps due a la déflexion des électrons, nous allons main-
tenant faire la moyenne de la variation de quantité de mouvement en prenant en compte le flux
d’électrons incident que nous venons d’obtenir. Cela nous améne a I'expression

bIIlaX
< Ap>= —m}Oﬁ;At/ 27(1 — cos x)bdb (1.45)
0

ou il est important de rappeler que le parametre d’impact b dépend de I'angle x au travers de la
relation de Rutherford. Pourquoi ne pas intégrer ce flux jusqu’a l'infini? Simplement parce que
I'interaction coulombienne est écrantée par le plasma au dela de la distance de Debye. On n’aura
donc pas de déflexion significative pour les parametres d'impact supérieurs a bya.x = Ap. Afin de
calculer cette intégrale, nous allons exprimer le terme cos x en fonction de b a I'aide de la relation
trigonométrique

1 —tan?(x/2) b? —r2

— — 1.46
XTI tan?(x/2) b2+ r2 (146)
Cela nous permet d’écrire
< AP >= —nu,piAt / " dr—""_pap— — e A2 [r2 In(r2 + b2)] )P (1.47)
0 r2 4 b2 el 0
On obtient enfin I’expression attendue
)\2
< AP >= —nv,p;At2rr2 In (1 + g) (1.48)
TO
ainsi que I'expression de la fréquence de déflexion
)\2
v = nv,27r2 In (1 + g) (1.49)
rO

Les plasmas non-corrélés vérifient par définition 1'inégalité A\p > r, car en retravaillant cette ex-
pression on obtient
2D _ = D= s 1.50
r2 Z4¢5n db 7 > (150
ol &, est le petit parametre du plasma. Le terme In(Ap/r,) = InA ~ In(1 + A% /r2)/2 est appelé
logarithme coulombien et sa valeur pour les différents plasmas connus oscille entre 10 et 20 suivant
les conditions physiques rencontrées. On voit alors que la fréquence de déflexion v est de 1’ordre
de
v~ nueriln A (1.51)

En comparant cette fréquence au temps caractéristique de traversée de la sphere de Debye par un
électron 7. ~ Ap/v, on a alors le nombre dimensionné

7,2 )\3
vTe ~nrApInA ~ 2 P nA ~ g InA < 1 (1.52)

2 3

A, d
qui indique que la fréquence de déflexion des électrons est faible pour les plasmas non-corrélés.
Cela nous montre que dans ce type de plasmas, les trajectoires des électrons sont faiblement af-
fectés par la présence des ions car le mouvement d’agitation thermique leur confére une grande
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énergie cinétique. Ces faibles déflexions entrainent néanmoins un effet visible depuis la plasma
car les électrons subissant ces déflexions vont émettre un rayonnement électromagnétique dont
I'énergie totale sera liée a la densité et a la température du plasma. Ce rayonnement est appelé
“rayonnement de freinage” et n’est produit que par les plasmas.

1.3.3 Oscillations électroniques de Langmuir

Au sein du plasma, nous avons déja vu que les ions, de par leur masse beaucoup plus impor-
tante que celle des électrons, peuvent étre considérés en premiere approximation comme immo-
biles pendant que les électrons sont en mouvement sous 'effet de I’agitation thermique. L'équilibre
thermodynamique de considérer que sans perturbation extérieure, la densité de particules du
plasma est stationnaire dans le temps. Sous l'effet d'une perturbation extérieure (champ électroma-
gnétique, onde, choc ..), les électrons sont mis en mouvement localement, ce qui créé un écart a la
valeur stationnaire de la densité que I'on notera én.. Ce déplacement d’électrons engendre alors

un champ électrique qui vérifie I'équation de Maxwell-GaussV - 6E = —edn,/e,. L'équation de
continuité de la charge électrique nous indique que
04 S o=
e LT (5]) =0 (1.53)
ot
ou le courant engendré par le déplacement des électrons est §5J = —n.edl, avec 0U. la vitesse

d’ensemble des électrons due a la perturbation (qui serait nulle sans perturbation car 1’agitation
thermique est isotrope). Afin de lier toutes les relations précédentes , on peut maintenant utiliser
I'équation du mouvement de Newton sur un électron pour écrire

057, e .
o = " OF (1.54)

Ici une hypothése importante est a noter : on néglige ici la contribution des forces de pression
électronique qui pourraient se rajouter au bilan. On gardera a 1'esprit alors que cette expression
n’est valable que pour les plasmas froids non-corrélés. En prenant la dérivée de 1’équation de
continuité par rapport au temps, on obtient

2 2
ALY (”ee 5E> —0 (1.55)

ot? Me

Pour pouvoir linéariser cette expression, il nous faut ici aussi supposer que le déplacement d’électrons
est faible, ce qui ne trouble pas outre mesure la densité électronique au dela d"une perturbation
faible, ce qui correspond a un déplacement des électrons sur une distance bien inférieure a la lon-
gueur d’onde du champ électrique créé. Si cette condition est réalisée alors on arrive a 1’expression

suivante 25 )
Ne Ne€ B
ot? T (5Ome> one =0 (1.56)

Cette équation est similaire a celle d'un oscillateur harmonique dont la pulsation caractéristique
est la pulsation plasma définie comme

9 nee?

w2 = (1.57)

be EoMe

Cette pulsation caractérise les mouvements d’oscillation des électrons a la pulsation plasma. Ces
oscillations proviennent du fait que suite a un léger déplacement d’ensemble des électrons, ceux-
ci subissent une force de rappel de la part des ions qui tend a les ramener vers une position
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d’équilibre, de la méme fagon qu’un oscillateur harmonique. Nous verrons dans le prochain cha-
pitre, 'effet de ces oscillations sur les ondes électromagnétiques traversant le plasma.

Du point de vue d’un électron traversant la sphere de Debye d'un autre électron, cette pulsation
plasma est directement relié au temps de traversée de la sphere

Ap AL ekpT 1
Te="—"— =2 =

Vo v2

nee e

ot la vitesse de traversée est de ’ordre de kpT'. Si on compare la pulsation plasma a la fréquence
de déflexion coulombienne que nous avons calculée dans la section précédente, on arrive naturel-
lement &

UTe

~&EnA <l (1.59)
pe

Ainsi la pulsation plasma est beaucoup plus grande que la fréquence de déflexion coulombienne.
Cela traduit le fait que dans les plasmas non-corrélés, le mouvement d’ensemble des électrons est
dominé par les oscillations électroniques. Le mouvement individuel des électrons est lui dominé
par l'agitation thermique qui, si aucun autre phénomeéne n’était présent, rendrait la distribution
électronique isotrope avec des électrons ayant des trajectoires balistiques dans toutes les directions.
L’attraction électrostatique des ions sur les électrons entretient les petites fluctuations statistiques
de densité électronique en créant ces oscillations. Les électrons subissent sur leur trajectoire ces
champs électriques de rappel des ions qui les ralentissent et les accélerent successivement, donnant
ce mouvement d’ensemble oscillatoire. il faut néanmoins garder a I’esprit que nous avons supposé
que nous pouvions négliger la pression thermique du plasma dans la description des oscillations.
Cette hypothese est assez contraignante car cela correspond a un plasma dont la température des
électrons tend vers zéro, ce qui est difficilement compatible avec un plasma non-corrélé. Nous ver-
rons dan le prochain chapitre ce qui l'inclusion de la pression dans ce calcul permettra de décrire
les ondes de Langmuir.
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dans sphére de Debye autour de chaque particule. Nous allons maintenant nous intéresser a

la propagation des ondes électromagnétiques dans ces plasmas. En effet, 'étude des ondes
électromagnétiques émises par les plasmas sont le moyen le plus direct de pouvoir les caractériser
et de décrire les phénoménes physiques qui s’y déroulent. Dans la premiere partie nous allons
décrire la propagation des ondes électromagnétiques dans un plasma non-magnétisé, c’est a dire
un plasma ot aucun champ magnétique a grande échelle n’est présent. Dans la seconde partie
de ce chapitre, nous aborderons la propagation des ondes électromagnétiques dans les plasmas
magnétisés.

l E premier chapitre de ce cours a été dédié a la caractérisation des plasmas et de la physique

2.1 Ondes dans les plasmas non-magnétisés

Dans la premiere partie de ce chapitre, nous considérons des plasmas non-magnétisés, ce qui
sous-entend qu’aucun champ magnétique a grande échelle n’est présent dans le plasma. Dans
ce type de plasma, les particules électriquement chargées seront néanmoins soumises a la force
électromagnétique générée par les perturbations électromagnétiques accompagnant la propaga-
tion de I'onde. Dans le cadre des ondes se propageant dans le vide, 'amplitude des composantes
électrique et magnétique sont reliées par la vitesse de la lumiére dans le vide §E = ¢dB. En ap-
pliquant cette relation entre les composantes électrique et magnétique on s’apercoit que la force
électrique dominera la dynamique des particules du plasma car

0Fmag v
= - 1 2.1
0 Flec c < ( )

ot v est I'amplitude de la vitesse des particules.
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211 Ondes de Langmuir

Nous avons vu dans la fin du chapitre précédent que les plasmas “froids” (mais non-corrélés) otr
la pression électronique est négligeable, présentent des oscillations électroniques dont la pulsation
est égale a la pulsation plasma wy.. Dans les plasmas ayant une température plus élevée, la pression
thermique des électrons n’est plus négligeable, I'équation du mouvement des électrons doit tenir
compte de la force associée a la pression 0 P, = 36n.kpT, ce qui amene

06U, 3kpT -

Ne = fneiéﬁ — Von, (2.2)
ot Me Me

En reprenant la dérivée temporelle de I’équation de conservation de la charge électrique, on arrive
a I’équation de propagation des ones de Langmuir

26ne = e - knT -
_eone g (meeTsp 3kl es N g (2.3)
ot? e me
ce qui peut se réexprimer uniquement en termes de la perturbation de densité
0%0m.  3kpT 5
T R— Adne + wpedne =0 (2.4)

La vitesse au carré du son apparait dans cette équation comme C2 = 3kpT/m., ce qui permet alors
d’obtenir I'équation de propagation des ondes de Langmuir comme

“re 5, (2.5)

ou l'opérateur [ représente le d’Alembertien. Nous retrouvons bien la structure d"une équation de
propagation d’onde a laquelle se rajoute un terme source qui représente la production du champ
électrique responsable de la force de rappel sur les électrons. La relation de dispersion de ces
ondes s’obtient en remplacant la perturbation de densité par son expression en onde plane jn. =
n exp(i(wt — k - 7)), ce qui donne

2 w2
R ) = 2.6
(&)= =0
ou plus simplement
w? = wp, + k*C% 2.7)

On ne retrouve pas la relation de dispersion usuelle des ondes sonores dans un gaz car la vitesse
de phase de ces ondes dépend de sa fréquence

Y _ e w2
vph = — = Csy| —5—5
P k w2—w12,e

(2.8)

La vitesse de phase n’est définie que si la pulsation des ondes est supérieure a la pulsation plasma.
Pour les ondes dont la pulsation est inférieure a la pulsation plasma, la vitesse de phase est ima-
ginaire, ce qui tend a prouver que le vecteur d’onde est imaginaire. La propagation de ces ondes
sera alors atténuée car le terme de propagation deviendra une exponentielle réelle décroissante.
La vitesse de groupe de ces ondes est définie comme

ow Cgv w2 - w]%e
Ver = ap = oh Cs 2 (2.9)
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Quand la pulsation de I’onde est trés supérieure a la pulsation plasma, on retrouve une structure
de I'onde proche des ondes sonores dans la gaz. A contrario, quand la pulsation des ondes s’ap-
proche de la pulsation plasma, la vitesse de phase devient tres grande par rapport a la vitesse du
son au contraire de la vitesse de groupe qui devient trés inférieure a la vitesse du son. Ce transport
de I'énergie a faible vitesse peut se comprendre par le fait que le gradient de pression est direc-
tement lié a la fréquence de la perturbation. Quand la fréquence de la perturbation est proche de
la pulsation plasma, le gradient de pression devient de l'ordre de la force de rappel électrique,
ce qui permet a peine a la perturbation de pouvoir se propager. Pour les fréquences inférieures a
la pulsation plasma, la force associée au gradient de pression est dominée par la force de rappel
électrique et la perturbation est atténuée.

2.1.2 Ondes électromagnétiques dans les plasmas non-magnétisés

Dans les plasmas usuels, la vitesse des particules est tres inférieure a celle de la lumiére ce
qui implique donc que la composante magnétique de la force électromagnétique est négligeable
devant la composante électrique. Une fois fait ce constat, nous pouvons alors écrire la relation
fondamentale de la dynamique de telle fagon que chaque espéce chimique « du plasma obéit a la
loi

Ovg  0Jy % 7

n — = 2.10
Qe 58 = "ot T T (2.10)
out J, est la densité de courant électrique associée a I'espece chimique «. Si on additionne les

équations de chaque espéce chimique alors on arrive a la relation suivante

%%::%%:E:q;%ﬁzu@%ﬁ (2.11)
« «

ot w,, est la pulsation plasma totale et J est la densité de courante totale dans le plasma. Maintenant
que nous avons établi une relation entre le courant totale dans le plasma avec le champ électrique,
nous pouvons l'utiliser dans les équations de Maxwell pour déterminer I’équation de propagation
des ondes électromagnétiques. Quand le champ électrique associé a 1'onde est présent il induit
une composante magnétique (de faible amplitude) qui n’est pas un champ magnétique a grande

échelle, ce qu respecte les hypotheses du début. en cumulant 'équation de Maxwell-Faraday avec
I'équation de Maxwell-Ampeére, on montre facilement que

oJ O°E
= ly— 0Eo—nn 2.12

—ﬁA(ﬁAE)
En utilisant I'identité vectorielle V A (ﬁ A E’) — V(V - E) — AE et en sachant que le plasma est

homogene (car non soumis a une force extérieure d’ott Vp, = 0 avec p; = ) naga) On obtient
alors I’équation de propagation des ondes électromagnétique dans un plasma non-magnétisé :

. . 92E
AE:%%(¢E+%ﬂ> (2.13)

Cette équation differe ce celle obtenue dans le vide par la présence d’un terme proportionnel au
champ électrique qui traduit la présence d’'un courant de polarisation associé a la présence de
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I'onde. En posant que le champ électrique de I’onde s’écrit sous la forme d’une onde plane E(7, t) =

E, exp (i(wt —k- F)) on obtient la relation de dispersion du plasma

—

(—k* + (W — wf,),uogo)E =0=|w?= wg + k2c? (2.14)

La relation de dispersion nous montre que le plasma est un milieu dispersif, c’est a dire que la
vitesse de phase et la vitesse de groupe de 'onde dépendent de la pulsation de I’'onde.
La propagation des ondes dépend intrinsequement des caractéristiques du plasma. En effet, on
voit aisément que si la pulsation de ’onde est inférieure a la pulsation plasma alors on se retrouve
dans une configuration telle que k% < 0 donc k imaginaire pur. L'expression du champ électrique
sera alors

E(F,t) = E,exp (i(wt)) exp(—kr) (2.15)

Seule la solution d’onde avec un terme exponentiellement décroissant est physiquement viable
car l'autre solution nécessiterait un pompage exponentiellement croissant du réservoir d’énergie
du milieu qui n’est pas infini. Si w < wp, on a une onde qui présente une amplitude décroissant
exponentiellement jusqu’a l’atténuation de cette onde. La longueur typique d’atténuation I,y =

1/|k| = ¢/ /wi — w? ~ c¢/wy. Cette longueur est appelé épaisseur de peau du plasma par analogie

avec la peau humaine qui filtre les rayons solaires. Le plasma se comporte donc comme un filtre
passe-haut.

Les ondes dont la pulsation dépasse la pulsation plasma auront une relation de dispersion autori-
sant k? > 0, ce qui est compatible avec une propagation sous la forme d’une onde plane. La vitesse
de phase et la vitesse de groupe de cette onde seront

/ 2
w w
vph:E = c 1—|—k2i2>c

= < <c (2.16)

ow

Bien que la vitesse de phase de I'onde dépasse celle de la lumiere dans le vide, c’est bien entendue
la vitesse de groupe, inférieure elle a la vitesse de la lumiére dans le vide, qui détermine la vi-
tesse de propagation de I'onde et ’énergie associée a celle-ci. L'existence de la ionosphere, ou des
électrons libres sont présents en nombre, dans notre atmosphere joue le role d"un filtre passe-haut
sur les ondes électromagnétique. Au dela de la pulsation plasma, les ondes peuvent se propager
librement mais avec une vitesse qui dépend de la fréquence de ces ondes. Cela engendre une diffi-
culté pour connaitre exactement le temps de trajet des ondes, ce qu'un systéme de positionnement
comme le systéme GPS, Galileo, etc... doit prendre en compte (voir TD 3).

2.2 Ondes électromagnétiques dans les plasmas magnétisés

La présence d'un champ magnétique a grande échelle dans le plasma va influencer la dyna-
mique des particules chargées qui le composent. En effet, un mouvement de giration des parti-
cules autour du champ magnétique local va venir se superposer au mouvement engendre par le
champ électrique, ce qui va modifier le lien entre la densité de courant de polarisation et le champ
électromagnétique. Cela va également introduire une dissymétrie dans la entre la direction pa-
rallele au champ magnétique local et les directions perpendiculaires a celui-ci qui va provoquer
une anisotropie du milieu vis-a-vis des ondes électromagnétiques. On ne peut alors plus parler de
milieu isotrope en ce qui concerne les plasmas magnétisés.
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2.21 Equations de Maxwell dans les milieux anisotropes

L’anisotropie induite par le champ magnétique dans les plasmas impose de définir de nou-
velles grandeurs permettant de rendre compte de cette anisotropie. Ainsi les diverses constantes
physiques comme la permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique du milieu dépendent
de la direction dans laquelle se propage I'onde. Au niveau des équations de Maxwell, cela se tra-
duit par l'utilisation de tenseurs en lieu et place des scalaires utilisés jusque la. La premiere modifi-
cation que nous pouvons mentionner est celle de la conductivité diélectrique & qui relie la densité
de courant de polarisation prl au champ électrique. En effet, la présence du champ magnétique
modifie le mouvement des particules chargées suivant la direction considérée et donc I’expression
du courant électrique associée :

Jool = €00 - E & Jpoli = £,0) E; (2.17)
en notation indicielle. Une fois connu ce tenseur de conductivité, on peut écrire le tenseur diélectrique.
La densité de courant de polarisation est relié au vecteur polarisation P tel que J;Ol = %—f ce qui
permet d’avoir une expression du vecteur déplacement D

oD OE 9P OF - ., OE

7:€O§+50<?'E:EO€T'E

ol £,°€",. est le tenseur diélectrique du plasma. Dans le cas de la propagation d’ondes planes, on
peut linéariser cette relation en remplagant les dérivées temporelles de telle fagon que

(2.18)

. H B} B} -
iwD = iwe B+, - E =iwe,'ep  E=|¢, =1 —i— (2.19)
w

Arad .. cs Tz . N Pa ‘2
ou 1 estla matrice identité. L'équation de Maxwell-Ampere peut s’écrire de fagon générale

. - OF
v /\ B == /,Lo (Jext + 60?7' ‘ at) (2.20)

ce qui mene directement, dans le cas d'une solution en onde plane, au lien
—ikEAB = po (fext e, (iw)E’) (2.21)

L’équation de Maxwell-Faraday nous indique, dans le méme contexte, que B = (k A E)/w ce qui
nous mene a I’équation de propagation

. (EANE - |
—ik A < A ) = poduxt + iwey - (iw)E
w
A (o oo e
:>—2(k(k~E)—kE) + e E=N B=-l (2.22)
w 1€oW

. . H Z 7 : : 4 7
L’expression du tenseur de propagation A dépend de l'orientation du vecteur d’onde k. Pour

déterminer 'expression indicielle de ce tenseur on peut s’appuyer sur la formulation A" E,, =

b

e, qu1i nous amene alors a

m m K2R K™
Ay :57«,1—72 (51 - lkz > (2.23)
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ot 9" est le symbole de Kronecker non nul uniquement si / = m. Nous allons nous intéresser
dans la partie suivante a I’équation de propagation d’ondes électromagnétiques dans un plasma
magnétisée en 1’absence d"un courant électrique extérieur. L'équation de propagation revient alors
a chercher les valeurs propres nulles du tenseur de propagation.

2.2.2 Equation de propagation des ondes électromagnétiques dans les milieux aniso-
tropes

Avant de pouvoir rechercher les valeurs propres du tenseur diélectrique, nous allons tout
d’abord établir 1’expression du tenseur de conductivité électrique qui permet de relier la densité
de courant de polarisation au champ électrique local. Si on prend comme direction de référence
'orientation du champ magnétique local B, on peut écrire les vecteurs en les décomposant avec
une composante parallele a B etune composante perpendlculalre a B. Le champ électrique pourra
donc s’écrire comme E = E” + E,| avec EH B = E|B et E, - B = 0. Les particules de l'espece
chimique « suivront alors la relation fondamentale de la dynamique

ot
ov
Ol _ q"‘ (EL—HJLQ/\B) (2.24)
ot Me
En définissant le vecteur cyclotron &., = —qag /mq on peut réécrire la dérivée de la seconde
équation comme
8277J_a o aEJ_ o 7
= AN —F Do NU 2.25
ot2? me Ot +dea Mo L+ WeaAVLa ( )

En développant le double produit vectoriel on obtient la relation suivante

0% . 0
atJ;a + wS,QUL@ = % (al + Wca A EL) (2.26)
a

ot 'on a utilisé le fait que ¥ 4 - e, = 0. La solution en onde plane de cette équation nous améne
naturellement a 1’expression de la vitesse transverse

N do

Tla=—— 5 (Gea A BL +iwE ) (2.27)
ma(wc,a —w )

qui nous permet d’exprimer la densité de courant de polarisation transverse au champ magnétique

2
- Naqs (_’ o . )
J = E ANE E 2.28
L — oMo Wiy — w?) oo AL TR (229

L'expression de la densité de courant de polarisation parallele au champ magnétique est plus
simple a obtenir
= naqg‘ —
J” = &p Z 7E|| (2.29)
— 1€oMaw
Maintenant que nous avons établi 1’expression de la densité de courant de polarisation en fonc-

tion du champ électromagnétique, nous pouvons identifier les termes du tenseur de conductivité.
En premier lieu, nous allons choisir arbitrairement de prendre un repere orthonormé €, €, €, ol
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le champ magnétique s’écrit B = || B||e,. Dans ce repere orthonormé, les relations précédentes
pourront s’écrire

w2

— b,x
1= eda B
2
Wy o .
Jia= €, m (iwE | 5+ Wc,aEJ_,y) (2.30)

w .
JL,y = &o Za B (ZWEJ.,y - Wc,aEJ_,z)

De ces trois équations, on en déduit la forme du tenseur de conductivité électrique

! /!
o, o 0

o=|—-d J 0 (2.31)
0 0 o
ot les composantes du tenseur sont
2
. w. NeY
o= 12
2
w
— > b,
o= iw), E— (2.32)
c,x
w, W,
" DTG
ol = 2.
“ (wg,a - w2)

Maintenant que nous avons établi I’expression du tenseur de conductivité, nous pouvons, grace a
I’équation (2.19), donner l’expression du tenseur de permittivité relative du plasma ‘¢’

5/ 7 O
To=1 =" & 0 (2.33)
0 0 |
ot les composantes du tenseur sont
( 2
p?a
g = 1-2a "3
2
W
! p,&
g = 1+Zam (2.34)
c,x
2
Wy We,a
5// — _7/ p,x ’
>0 o — )

A ce stade, nous pouvons écrire I'expression du tenseur de propagation mais ce dernier dépend
bien évidemment de I’orientation du vecteur d’onde. Dans le cas le plus général possible, le vecteur
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d’onde peut posséder trois composantes non-nulles ce qui donnera comme expression pour A

k2 kak
el — n2 (1 _ ,1755) e + n2 zQy n2 kil;z
N kak ky kyks
A = —e + n2 k2y e — TL2 (1 _ l?g) n2 ZQ (235)
2 kzkz 2 kzky _ 2 — iz
n =3 N g —n°1l— 4
R 2.2 , . . .
ot n? = £°¢ est le carré de I'indice optique du plasma.
w

2.2.3 Ondes EM paralléles au champ magnétique

Dans le cadre de ce cours, nous nous limiterons volontairement a 1’étude des ondes électromagné-
tiques se propageant parallelement au champ magnétique, i.e. k | B. Nous allons retrouver,
dans ce cadre limité, les principaux types d’ondes détectées dans les plasmas. Restreindre le coeur
d’onde a une propagation parallele au champ magnétique revient donc a écrire k = k.é. etdonca
poser k, = k, = 0. Le tenseur de propagation se simplifie alors pour prendre la forme suivante

g —n? g’ 0
No| - &—n2 0 (2.36)
0 0 6”

—

. . . Ay ~ .. .
En I’absence de courant extérieur, 'équation de propagationest A - I/ = 0, ce qui implique que le
déterminant du tenseur de propagation est nul, i.e.

e [(€=n*)?+&?] =0 (2.37)

La premiere solution évidente de cette équation est bien-stir | = 0 ce qui pose simplement que
w? = Y w2, ~ w2 . Cette solution correspond a la propagation d’ondes électromagnétique en
phase avec les oscillations des électrons car ces derniers possedent la pulsation plasma la plus
élevée de par leur faible masse. L'autre type de solution correspond a I’existence de deux valeurs
de l'indice optique du plasma qui suit la relation n3 = &’ £ ie”. Il est important de noter ici que
les deux valeurs de 'indice optique sont bien réelles car I’expression de ¢’ est un nombre imagi-
naire pur. Les vecteurs propres associés a chacune de ces trois valeurs sont obtenus en résolvant le

systéme d’équation A" = 0.

e Oscillations du plasma :

En prenant un champ électrique quelconque E = (E,, E,, E.) et en I'injectant dans 1’équation de
propagation dans le cas ot £ = 0, on obtient immédiatement le systeme d’équations

—&"Ey + (¢ —n?)E, =0 (2.38)

{ (¢ —=n*)E,+"E, =0
La seule solution permettant a E, et E, d’étre non-nuls correspond a l'égalité n? = &’ + ic” ce qui
n’est pas vérifié pour les oscillations du plasma. On voit donc que pour ces oscillations le vecteur
propre sera un champ électrique strictement parallele au champ magnétique.

e Bi-réfringence du plasma :
Nous avons identifié que deux valeurs de 'indice optique satisfaisaient 1'équation de propagation
des ondes dans le plasma. Cela revient a dire que le plasma est bi-réfringeant, c’est a dire que
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la propagation d’une onde ne se fera pas de la méme fagon suivant sur quels vecteurs propres
nous décomposons cette onde. Le vecteur propre correspondant a la valeur n., que nous noterons
Et = (E},Ef, E}) vérifie le systeme d’équation suivant

(& —nd)Ef +"Ef =0

—"EY + (¢ —=n?)E, =0 (2.39)
elEf =0
=
ce qui meéne a Ef = Oet Ef = —Ef (' — n3)/e" = iE;. Cette solution ou les composantes E,

et E, sont déphasés de /2 correspond a une onde circulaire droite perpendiculaire au champ
magnétique. Pour la seconde valeur propre, n_, le méme raisonnement nous montre également
que E; = 0 mais aussi que E, = —E, (¢’ —n?)/¢” = —iE;, ce qui correspond a une onde
perpendiculaire au champ magnétique et polarisée circulaire gauche.

Ce qui est important de retenir, c’est que ces deux ondes polarisée circulairement ne le font pas
avec le méme indice optique (n4 # n_) ce qui va distordre les ondes traversant le plasma. Un
exemple permettant d’illustrer ce phénomene est celui d’'une onde polarisée rectilignement au
moment a son entrée dans le plasma. Le champ électrique de cette onde s’écrira par exemple, si
elle est polarisée selon la direction x, comme E(z,t) = E,&, exp (i(wt — kz)). En décomposant cette
onde sur les deux vecteurs propres, on obtient alors a 1’entrée du plasma, repérée par la position
z = 0, ’expression du champ électrique

E(z=0,t) = Lo exp(i(wt))éy + i exp(i(wt))ey, + exp(i(wt))ey — iexp(i(wt))éy, (2.40)

onde circulaire droite onde circulaire gauche

Chacune des ondes circulaire va se propager sans déformation avec chacune un indice optique
différent (ny et n_). L'indice optique étant directement relié a la vitesse de phase de 'onde, cela
va se traduire par un déphasage croissant entre les deux ondes circulaires au fur et a mesure de la
progression des ondes. Si on appelle d 1’épaisseur de plasma a travers laquelle 'onde se propage,
on aura l'expression du champ électrique

E(Z _ d,t) _ % eiw(t7n+d/c)é»x + ieiw(t7n+d/c)é»y +
glt=n-d/c)g o (iw(t—n_d/c) €y] (2.41)
En posant n, = n, + An et n_ = n, — An, on peut factoriser 1’expression pour obtenir le champ
électrique total
. E, [ . . .
_ _ o | ji(w(t—noed/c) » iwAnd/c —iwAnd/c
E(z=d,t) 5 [e €x (e +e )
eiw(t—nod/c) gyl (eiwAnd/c _ e—iwAnd/c):| (242)
ce qui se traduit plus simplement par
E(z=d,t) = E, [e(iw(t_”"d/c) cos(wdAn/c)é, + e t=nod/c) sin(wdAn/c)é’y} (2.43)

A la sortie du plasma, I'onde est a nouveau polarisée rectilignement mais cette derniére a subi
une rotation de sa direction de polarisation d'un angle wdAn/c. Ce phénomene provoquant une
rotation des directions de polarisation des ondes est appelée rotation de Faraday. Cette rotation
est induite par la bi-réfringence du plasma qui apparait des qu'un champ magnétique est présent
dans le plasma.
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Quelques types d’ondes dans les plasmas d’électrons/ions

Pour finir ce chapitre portant sur les caractéristiques des ondes électromagnétiques dans les
plasmas, nous allons maintenant exprimer la valeur de 1'indice optique du plasma en fonction de
la valeur de la pulsation des ondes considérés. En effet, le milieu étant dispersif, I'indice optique
varie en fonction de la fréquence de 1'onde, cette derniére n’ayant pas les méme caractéristiques.

e Ondes électroniques :

Ces ondes sont celles dont la pulsation dépasse la pulsation plasma totale du plasma. Dans le cadre
des plasmas non-magnétisés, nous avons montré que ces ondes pouvaient se propager librement
et que le plasma possédait alors un indice optique n tel que n? = 1 — w7, /w?. Dans le cadre des
plasma magnétisés, les deux valeurs de I’'onde optique s’écrivent pour w > wpe > |Wee| > wpi, Wei

2 2 2 2

2 Wpe WpeWee Wpe Wpe
ny ~1+4 + =14+ — " (wtw =] - — 244
* w2 —w? T w(w? —w?) w(w?Z, — w?) ( ce) w(w £ wee) ( )

On retrouve une expression de l'indice optique proche de celle des milieux non-magnétisés hormis
la présence de la pulsation cyclotron des électrons. Dans le cas ot1 le champ magnétique s’annule,
on retrouve exactement la relation de dispersion des milieux non-magnétisés. Comme dans le cas
non-magnétisé, ces ondes auront une vitesse de phase supérieure a celle de la lumiére dans le vide
mais une vitesse de groupe inférieure a cette derniere.

e Ondes "Whistler” :

Ce type d’onde n’existe pas dans les plasmas non-magnétisés car leur domaine d’existence est tel
que we; K w < |wee| <K wpe. Dans cette gamme de pulsation, I’'onde ne pourrait se propager dans un
plasma non-magnétisé car, comme nous l'avons vu, ’absence de champ magnétique entrainerait
une décroissance exponentielle de I'amplitude de 1'onde au cours de sa propagation. Quand un
champ magnétique a grande échelle est présent alors les composantes du tenseur diélectrique sont

2 2 2 2
w w?; W W W2 Wei
e ) . eWee . Wi
=14+ 5F5+ 5 et =—i—F—— —i——— (2.45)
w2 —w? Wi —w ww?, —w?) wws —w?)

Les plasmas magnétisés possedent, pour la grande majorité, une densité de particules et un champ
magnétique tels que la pulsation plasma w,, est toujours beaucoup plus grande que la pulsation
cyclotron |weo|. A cause de la différence de masse entre ions et électrons, les pulsations plasmas
sont telles que wpe > wp; et |wee|> we;. Dans la gamme d’existence des ondes Whistler, nous avons
Wei K W < |wee| K wpe. Il est important de préciser ici que pour ces ondes la pulsation w est toujours
inférieure a |w..| mais pas beaucoup plus petite que celle-ci ce qui permet d’avoir comme ordre de

< N e . .
grandeur w ~ |wce|. Avec ces hypotheses, nous pouvons simplifier I’expression de ¢’ en estimant
les ordres de grandeurs de chaque terme

2 2
w, w
e e
el
Wee — W Wee
2 2
w; wZ;
pi pi
2w~ Tz (2.46)
W — W Wee

On voit alors que le second terme, associé aux ions, est tres inférieur au premier et que le premier
terme est trés grand devant l'unité. On a alors une expression simplifiée de &’

w2

(e p— 2.47
: wge —w? ( )
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L'autre composante du tenseur diélectrique ¢” possede deux termes dont on peut estimer 1’ordre
de grandeur de la méme maniére

2 2
WheWee . Whe
2 2 2
w(wce —w ) Wee
2 0 2., 2 2., 2
WiWei WpiWei _ Wpe [ Wyite < Wpe (2.48)
w(w? — w?) lwee|? w2 \ w2, |weel w2 '
ct ce ce pel-~ce ce
L'expression de ¢” devient alors en ne gardant que le premier terme
2
. w ch
g~ —i—2—— (2.49)
w(wce —w )
L'indice optique du milieu s’exprime alors comme
2 2 2
w w w
i~ —— P (0t we) = — - = - (2.50)

w(wz, —w?) w(w Fwee)  w(Flwee|—w)
Pour que I'onde se propage, il faut que le carré de l'indice optique n? soit positif (sinon le vec-
teur d’onde est imaginaire). On voit alors qu'une des valeurs de n? est bien positive tant que la
pulsation de 'onde vérifie w < |wee|,
2
w
n?~ — P (2.51)
w(|wee|—w)

Quand on exprime la vitesse de phase de ces ondes on constate que

o = & = ¢ [l =) (2.52)
k Whe
alors que la vitesse de groupe de ces ondes sera
2e0l/? _ . 0\3/2 2
- cw*(|wee| — w) N e/ Wlweel <o (2.53)
Wpe|Weel Wpe

Ces ondes sont appelées ondes "Whistler” ou “Hélicon” car les modes les plus aigus (de pulsations
plus élevées) vont plus vite que les modes graves. Ce type d’onde est détecté par exemple dans les
orages se produisant dans la ionosphere. Le nom "Whistler” de ces ondes a été choisi en raison de
I'arrivée décalée des aigus et des graves semblable a celle d"un sifflet ou d"un hélicon (instrument
de musique pouvant imiter ce type de son).

e Ondes d’Alfven :

Le dernier type d’ondes que nous allons décrire correspond aux ondes de tres basses fréquences.
Ces ondes sont caractérisées par des pulsations inférieures a toutes les pulsations caractéristiques
W <K (Weiy Wi, [Weel, wpe ). L'expression exacte du carré de 1'indice optique du plasma est :

w? w2, W2 Wee W2 wei

2 14 pe 4 P pe L (2.54)

n =
. (Wee —w?) (W —w?) T w(wE —w?) T w(WE - w?)
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ce qui peut aussi se réécrire en factorisant comme

w2, (w % wWee) wg-(w + wei)

2 pe %
ni =1+ (2.55)
w(wze —w?) - wlwy —w?)
En simplifiant cette expression entre numérateur et dénominateur, on arrive a
2 2
w ws;
ni=1- e _ 2 (2.56)

ww Fwee) w(wFwe)

Sachant que la pulsation des ondes d’Alfven est petite par rapport a toutes les pulsations ca-
ractéristiques du plasma, on peut former une expression que 1’on approximera par un développement
limité au premier ordre en w/we; < 1 etw/|wee| K 1

2 2
Wee Woe
~ —(F]l —w/w
Wwee(F1 + w/wee) WWee (¥ [wee)
2 2
w2, w2,
pi pi
~ 2 (Fl — w/wg 2.57
wwei (FL + w/we;) WWei (¥ Jwei) ( )

En incluant ces expressions dans celle de I'indice optique nous arrivons a

2 2
w w2
n'i:1—pe<q:1—w)—’”<¢1—w) (2.58)
Wlce Wee Weg Wei
Il estimportant de noter ici que les rapports w2, /wee = —w;fi /wei en raison de la neutralité électrique
du plasma. Cela permet alors d’écrire le carré de I'indice optique comme
2 W;%z’ w w ng w w
ni~1+ Fl+tl——+ — | =1+ — — (2.59)
We;g Wee Wei WWei \ Wei Wee

Les deux termes dans la parenthese ne sont pas du méme ordre de grandeur car we; < |wee|. On
peut ainsi négliger le terme associé aux électrons pour n’avoir que seulement qu'une contribution
majoritaire a ’expression de 1'indice optique

2
2 Wpi HoTimyC

5 = (2.60)

Plusieurs choses importantes sont a remarquer pour les ondes d’Alfven. La premiére évidence est
que l'indice optique pour les tres basses fréquences ne dépend plus de la fréquence de 'onde :
le plasma devient alors non-dispersif et vitesse de groupe et vitesse de phase sont égales. La
deuxiéme chose a remarquer est que dans ce domaine des trés basses fréquences, le plasma n’est
plus biréfringent car les modes de polarisation circulaires gauche et droite se propagent exacte-
ment a la méme vitesse. La vitesse de phase (et de groupe) des ondes d’Alfven est égale a

C

1+ nzmég Ho
Dans la majorité des plasmas rencontrés dans 1'Univers, la densité d’énergie magnétique est tres
inférieure a la densité volumique d’énergie de masse du plasma, ce qui permet d’obtenir la formule
classique de la vitesse d’Alfven des ondes de trés basses fréquences :

B

Vi=—2 (2.62)
VTG o
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Dans le prochain chapitre nous allons expliciter le cadre de description de la magnétohydrodyna-
mique (MHD) qui permet de décrire un plasma dans le registre des phénomenes de tres basses
fréquences (et donc de grande longueur d’onde). Nous verrons que la description MHD nous
permet de retrouver l'expression des ondes d’Alfven qui caractérisent la propagation des pertur-
bations du plasma sur les grandes échelles spatiales.
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la dynamique du plasma et du champ électromagnétique couplé a ce dernier. Ce forma-

lisme baptisé magnétohydrodynamique (MHD) permet de modéliser le comportement
d’ensemble et & grande échelle du systeme plasma et champ électromagnétique au prix d’hy-
potheses simplificatrices dont nous allons dans un premier temps délimiter les conditions de va-
lidité. Avant de présenter ces hypothéses et leur cadre d’application, nous allons présenter les
équations cinétiques régissant 1’évolution de la fonction de distribution du plasma puis nous al-
lons détailler comment ’on obtient les équations de la MHD.

Dans ce chapitre, nous allons présenter un formalisme permettant de décrire a grande échelle

3.1 Equations cinétiques de Vlasov

En théorie cinétique, les propriétés du plasma sont entierement déterminées par la connais-
sance de la fonction de distribution de chaque espece (ions, électrons) f,,. Ces fonctions de distribu-
tion représentent la densité de particules de chaque espece dans I'espace des phrases (Z, ' = mq)
a six dimensions. Ainsi la quantité f,dV d>p, out dV est un élément de volume de I'espace et d*p un
élément de volume de 'espace des quantités de mouvement, représente le nombre de particules
situées dans le volume de l'espace des phases dV d°p.

L’écriture la plus générale de la fonction de distribution d"une espece chimique est celle qui consiste
a faire un décompte exhaustif de la position dans I’espace des phases de chaque particule. Ainsi
on peut écrite la fonction de distribution de I'espece @ comme

Na

folZ.0,1) = ) 0(F — 7(1))3(7 ~ 5 (1)) (3.1)
j=1

ol N, est le nombre total de particules de I'espace « et ot1 § est la distribution de Dirac!. La posi-
tion Z;(t) et la quantité de mouvement p;(¢)de la particule j sont régis par la relation fondamentale

de la dynamique @ = vj et p; = Fior. Ces relations de mécanique classique sont valides tant qu’une

1. La fonction de Dirac 6(y — a) est égale a 1 siy = a et 0 sinon
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description quantique des particules n’est pas nécessaire. Ainsi nous ne pourrons avoir une locali-
sation parfaite de chaque particule en vertu du principe d’incertitude d’"Heisenberg qui stipule que
la taille du paquet d’onde associée a une particule dans 1’espace multiplié par la taille de la fonction
d’onde dans l'espace des quantités de mouvement de peut étre inférieure au quantum d’action h.
Afin de prendre en compte ce principe, la théorie cinétique considere donc une moyennisation de
'expression précédente sur des cellules de 'espace des phases dont le volume est supérieure a h3.
La fonction de distribution devient alors

Na
Jal@, B 1) = <Z 5(& — &;(1))8(7 @<t>>> (3.2)
7j=1 h3

ot () symbolise le décompte sur chacune des cellules de I'espace des phases définies précédemment.
Pour chaque espece chimique, on cherche a avoir une équation nous permettre de prédire I’évolution
temporelle de la fonction de distribution f,,. Pour ce faire, nous allons dériver par rapport au temps
I’équation précédente

Ofo _ [R5 (00— (1) -, WF—7(t) ;-
5= <Z <3tﬂa<p — (1) + g P (T :cj<t>>) >h3 (3.3)
ce qui amene la relation
No "_ZE’. f_f N 1y N 1y
O _ <§ <8(x 5(0) 0B s 1 2= BH) 2502 apg]a» 5@_@@)»

h3

(3.4)
qui se nomme "équation de Klimontovich. Sachant que les variables de position dans I’espace des
phases (Z, p) sont indépendantes du temps on arrive alors a 1’expression suivante

Ofa _ <NZ <dfj<t> OE=F0) 5y o B OF =B 5 fj(t))>> 35)

ot dt 0T dt op

h3

En utilisant les relations de la dynamique des particules on arrive facilement a ’expression sui-
vante

N

Ofa (o 0E-T() L 5 00D —Pi(t) ¢

o _<Z (vj'Mé(p—pj(t))JrFtot-(aﬁj)&w—wy‘(t)) (3.6)
Jj=1 h3

Le premier terme du membre de droite peut s’exprimer en utilisant la propriété des distributions

de Dirac p;é(p’'— pj) = pd(p — p;) et ainsi on arrive a I'expression suivante

y o ) 5 Ya
870‘ =0 o= <Z §(% — fj(t))é(ﬁ—ﬁj(t))> - <Ft°t ' Fﬁzd(ﬁ_ﬁj(ﬂ)w— fj<t>)> o7
j=1 h3 =1 "

ot I'on retrouve I'équation de Bolztmann pour 1’'espece chimique a. La force totale s’appliquant
sur les particules sont de deux natures : les forces extérieures au plasma (gravité et/ou force
électromagnétique) et les forces d’interaction entre particules comme dans le cas de la diffusion
coulombienne. Dans le cas des forces extérieures, leurs expressions de dépendent pas de la po-
sition dans 'espace des phases des particules. Ainsi on peut sortir de la moyennisation <> les
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forces extérieures qui, de plus agissent sur des échelles plus grande que les cellules fondamentales
de l'espace des phases.

88‘]:;04 + aafg Fext 8]004 _ <Z ant p pj (t))(S(f— fj(t>)> — ZC(fO“ fﬁ) (38)
h3 B

ou C est ’'opérateur d’interaction entre les différentes particules du plasma. Dans les plasmas stan-
dards, nous avons déja noté que ces derniers étaient tres dilués et que l'interaction principale entre
les particules se produisant au travers de la diffusion coulombienne. Afin d’apprécier la grandeur
de cet opérateur d’interaction, on peut essayer d’en estimer 1'ordre de grandeur en posant que
dans la sphere de Debye, I'écart A f, a la fonction de distribution d’équilibre f, . est régie par la
statistique de Maxwell-Bolztmann qui nous indique que

Afa _ g \pE
fo,a N kBT
ou FE est le champ électrique de I'ion autour duquel on considere la sphere de Debye et Ap est la

longueur de Debye du plasma. C’est 1’écart a la fonction de distribution a 1’équilibre qui engendre
la diffusion coulombienne, ce qui fait que I'on peut écrire I'opérateur d’interaction comme
O(fo,a + Afa) Afa ¢*nepfoa

CE__;-nt.—’ a_’ N—qE = — - (310)
P MoVl EoMaVaAD

(3.9

ol g, < 1 est le "petit” parametre du plasma vu précédemment et mesurant le rapport entre
la densité d’énergie électromagnétique du plasma par rapport a sa densité d’énergie cinétique
d’agitation thermique. En identifiant les termes présents dans I'estimation obtenue, on montre
facilement que

IC| ~ wpagpfoa = Vfoa < fou (3.11)
avec v la fréquence de diffusion coulombienne trés petite par rapport aux autres fréquences ca-
ractéristiques du plasma (voir cours précédents). Au terme de cette évaluation, on voit que pour
les plasmas “classiques”, leur faible densité de particules amene a pouvoir négliger la présence
d’interactions locales entre particules et donc a faire tendre C — 0. Dans ce cadre 1’équation de Kli-
montovich devient alors 1’équation de Vlasov qui traduit la conservation de la densité de particules
dans l’espace des phases

afoz + 87‘@ + Fea:t 8fff

ot oz 0p
Dans le cadre d’un plasma, la force extérieure est principalement la force électromagnétique Fryy =
4o (E+UAB). 1l est a noter que cette équation, de par 1’absence de collisions dissipatives entre parti-
cules est isentropique et donc qu’elle est réversible dans le temps. Il y a actuellement de nombreux
travaux menés sur les types de solutions attendues de cette équation qui intéressent la commu-

nauté des plasmas, en particulier dans le cadre des plasmas de fusion.

=0 (3.12)

3.2 La MHD : validité et équations de conservation

Comme nous 'avons évoqué dans le préambule de ce chapitre, la MHD est un formalisme qui
permet de décrire mathématiquement le comportement a grande échelle d'un plasma magnétisé.
Ce formalisme généralise la description a grande échelle d"un fluide neutre donnée par ’hydrody-
namique. La nature des plasmas va nous amener a considérer quelques hypotheses supplémentaires
par rapport a ’hydrodynamique pour prendre en compte la nature ionisée du gaz ainsi que son
interaction avec le champ électromagnétique ambiant.

37




CHAPITRE 3. INTRODUCTION A LA MAGNETOHYDRODYNAMIQUE

3.2.1 Domaine de validité de la MHD : Hypotheses

Dans un fluide neutre, les différentes espéces d’atomes et de molécules sont neutres, ce qui

amene, dans ses versions les plus simples, a ne considérer les différentes constituants du fluide
que comme des entités de masse différentes. Dans le cas d'un plasma, les especes chimiques
présentes (ions, neutres et électrons) different beaucoup plus par leur masse mais également par
leurs charges électriques. Afin de pouvoir obtenir une description du plasma comme un fluide
unique, nous allons en premier lieu poser une hypotheése importante : nous allons considérer que
le plasma est localement neutre, c’est a dire qu’en chaque point , nous avons autant de charges po-
sitives que de charges négatives. Nous avons vu précédemment que ce n’est pas tout a fait vérifié
a l’échelle de la sphere de Debye ott un champ électrostatique est présent. Par contre nous avons
également vu qu’au dela de la sphere de Debye, ce potentiel électrique s’annulait et que que le
plasma pouvait étre considérer comme neutre. Ce constat nous permet des a présent de restreindre
le domaine de validité de la description MHD : elle ne peut étre valide que sur des échelles spa-
tiales sensiblement plus grande que la longueur de Debye. Si on appelle [, la plus petite longueur
sur laquelle la MHD est valide on aura {, > Ap.
En ce qui concerne les échelles de temps caractéristiques du plasma, la description MHD ne rend
pas compte des mouvements microscopiques des particules, c’est a dire qu’elle suppose, comme
en hydrodynamique, que le mouvement de ces particules est beaucoup plus rapide que le temps
caractéristique de déplacement de l’ensemble du plasma. La dynamique individuelle de chaque
espeéce de particules est régie par deux temps caractéristiques : le temps de rotation de la particule
autour du champ magnétique w_! et le temps d’oscillation des perturbations a 1’équilibre donné
par l'inverse de la pulsation plasma w, ;. Le plus petit temps caractéristique descriptible par la
MHD 7, sera donc beaucoup plus grand que le plus grand des temps cités précédemment. Dans
le cas d'un plasma classique composé de ions-électrons, le temps caractéristique le plus grand est
w ;! en raison de la masse des ions ainsi que de I'amplitude du champ magnétique. La MHD sera
donc capable de décrire tout phénomeéne dont le temps caractéristique sera supérieur a 7, > w_;'.
Si l'on souhaite relier [, et 7, il nous faut déterminer a quelle vitesse les perturbations locales de
densité ou de champ magnétique se propage a travers le plasma. Les perturbations se propagent
sous la forme d’ondes basse fréquence en vertu de la contrainte sur 7,. Nous avons vu dans le
chapitre précédent que les ondes basse fréquence qui vérifient w < w; sont les ondes d’Alfven
donc la vitesse de propagation V4 est

2 2
B
V3= €~ o (3.13)
L -

o

ol n, est la densité volumique du plasma et B, le champ magnétique. On a naturellement le lien
entre longueur minimale et temps minimal pouvant étre décrit par la MHD [, = V47,. Cette échelle
spatiale minimale nous permet également de pouvoir estimer la densité de courant maximale J,
présent dans le plasma grace a la relation 11,/ = VAB qui nous permet d’estimer que .J, = By / tiolo.
Dans un plasma composé d’électrons et d’ions, cette densité de courant électrique est égale a .J, =
n;qi||t; — Ue||. L'ordre de grandeur de 1’écart de vitesses moyennes entre électrons et ions peut étre
évaluer en formant le rapport

ld—a@ll B, _ Va

= 1 3.14
Va ﬂoloniQiVA Weilo < ( )

Comme nous pouvons le voir I'écart des vitesses moyennes entre électrons et ions est relativement
faible comparé a la vitesse de propagation des ondes d”Alfvén. Cette condition est importante car
la vitesse d’Alfvén caractérise la vitesse de propagation de perturbations du champ magnétique
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3.2.2 Equations de conservation de la MHD multi-fluides

Apres avoir défini le domaine de validité d’application de la MHD, nous allons maintenant
écrire les différentes lois de conservation du plasma en nous concentrant plus particulierement
sur la densité de masse puis sur la quantité de mouvement du plasma. Pouce ce faire nous al-
lons partir de 1’équation de Vlasov qui permet de décrire de facon compléte le comportement du
plasma a toutes les échelles. Dans le cadre de la MHD, seules les plus grandes échelles spatiales
nous intéressent (i.e. supérieures a [,). Nous allons donc prendre en compte dans notre description
toutes les particules, situées en un point de I’espace donné, c’est a dire en intégrant 1'équation de
Vlasov de I'espece chimique a sur 1’espace des quantités de mouvement

oo afa 3fa Ofa]
[// |: ? + Fext ap :| d =0 (315)
Conservation de la masse

La densité volumique de quantité de mouvement moyenne de 'espéce chimique a est définie

comme Yoo
NaMalla = /// faﬁd?’p (316)

ol n, est la densité volumique et i, la vitesse moyenne des particules de 1’espéce chimique . Le
temps et la variable d’espace # étant indépendantes de la coordonnée de quantité de mouvement
P, on peut donc intervertir I'intégration et les opérateurs de dérivée sur ¢ et #. On obtient alors la
relation

SIS te) s o ([ ate) s ] e s o

Le premier terme fait intervenir la densité moyenne de I'espéce chimique « et le second la quantité
de mouvement moyenne de 1'espace . Le dernier terme est nul comme il est aisé de le voir par
intégration par partie

8na 0 N oo aFe;L’t -
W + % . (naua) [ ewtfoz — oo /// fa _, =0 (318)

En effet, le troisieme terme est nul car la fonction de distribution f, tend vers zéro quand p — oo et
le quatriemes’annule également car 9(E + 0 A B)/0p = 0. On obtient finalement la méme équation
de conservation de la masse qu’en hydrodynamique, c’est a dire

Ong, n ﬁ
ot oz

(Nails) =0 (3.19)

On retrouve bien 1a I'expression d'une loi de conservation ot une dérivée temporelle d"une fonc-
tion est égale a 'opposé de la divergence d’un flux.

Conservation de la quantité de mouvement

Afin d’exprimer la conservation de la quantité de mouvement de 1'espece «, nous allons mainte-
nant appliquer la méme méthodologie que pour la conservation de la masse mais en prenant en
compte 1’équation de Vlasov multipliée par la quantité de mouvement p’

N O L
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En effet cela fait apparaitre dans le terme de dérivée temporelle la quantité de mouvement moyenne
que nous avons défini précédemment. A ce stade plusieurs manipulations mathématiques sont a
prendre en compte pour faire apparaitre ’équation MHD sous sa forme conservative. La premiere
manipulation concerne le second terme que nous allons transformer en divergence grace a la rela-
tion pv - 8 = az ?<_ ) ot ? est un tenseur de rang 2 (i.e. une matrice carrée 3x3). L'équation
devient alors

;///_:oﬁfad%f (// m? fadgp)+///_jﬁ(ﬁext-%%>d3pzo (3.21)

Le second terme de 1’équation est tres riche car plusieurs entités physiques y sont cachées. La
premiere d’entre elles est la pression thermique associée au mouvement des particules. En effet si
toutes les particules avaient la méme vitesse que la vitesse moyenne 1 alors I’'ensemble s’écoulerait
sans aucune agitation thermique, c’est a dire avec une température nulle. Bien évidement ca n’est
pas le cas et la pression thermique est associée avec l'étalement de la fonction de distribution
autour de la valeur moyenne de vitesse. L'écart quadratique apparaissant dans la fonction de dis-
tribution Maxwelllienne exp(—(p' — ,)?/kpT) est I'énergie d’agitation thermique kgT. On voit
bien que plus la température est grande et plus les particules ont des vitesses qui peuvent s’écarter
de leurs valeurs moyennes et plus la pression thermique sera grande. La pression thermique de
I'espece o est donc définie par un tenseur de pression P, dont I'expression est (U est la vitesse
moyenne de 1’ensemble des espéces chimiques)

P o= ma ///_:0(7 T = U)fud®p (3.22)

On voit sur cette pression que si la température est nulle alors f,, est assimilable a une fonction de
Dirac centrée en v = U et que la pression thermique est nulle. Le second terme peut étre modifié
pour faire apparaitre ce tenseur de pression :

// _:O PUlad’p = ma ///JFOO(7 - ﬁ>(<7 — ) fad?p
+ ///”O T + D] paay
= Patmana ﬁ% + ch -T7) (3.23)

Le dernier terme de 1'équation concerne la prise en compte de la force électromagnétique Fopy =
4o(E + @ A B). En utilisant la méme relation mathématique que pour le terme précédent on trans-
forme le dernier terme en

+0o0o . . afag +oo . - 5
/// Pgo(E + U A B)- a*d = maQa/// E+17/\B)fav)dp
e o R\ $— 3

- maQa///_oo fa% (E+U/\B)v)dp (3.24)

La premiere intégrale du membre droit de I'équation est nulle en vertu du théoreme de Green-
Ostrogradki qui stipule que

///*‘” ; +IAB)1T) d?’p:#m (B+7nB)-Vfa)dp=0 (325

—00
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car la surface fermée délimitant 1'intégrale se trouve a p — Fo0o ou la fonction de distribution
fa — 0.Ilne nous reste plus que le dernier terme a traiter, ce qu nous allons faire en le décomposant

en deux sous-termes
+oo _’ . +oo . 5
/// +17/\B)<U>d3p /// fu@ ( + AB))d3p
“+o0o
+ /// fa E+v/\3)@d (3.26)
op

Dans le membre de droite, le premier terme est nul car Ene dépend pas de v'et I(TA B )/0p = 0 (car
la composante selon une direction de #'A B ne dépend pas de la composante de la vitesse dans cette
dlrectlon ). L'autre terme n’est pas nul et son expression est simple car la dérivée 0v/0p = T /me
ott ‘T est la matrice identité. L’équation précédente va donc devenir

+oo — — . — — — — —
Moo /// fa(fﬁ ((E TTA BW) Bp = naga(B+Ga A B) = naguB + JuANB  (3.27)

ou J, est la densité de courant électrique associé a I’espece chimique a.
Maintenant que nous avons traiter tous les termes de 1’équation de conservation de la quanta de
mouvement, nous pouvons récapituler cette équation comme

apaﬁa + i : (pa(ﬁ%a + 7@& — ﬁ?) + <F>oz) = naQaE + j(;é A é (3.28)
ot or

oll po = MaN, est la densité volumique de masse de I'espece chimique «. Cette équation a bien
une structure de loi de conservation avec la présence de termes dus a la présence d'une force
extérieure, la force électromagnétique. Le systeme d’équations de conservation MHD multi-fluides
comporte également une équation de conservation de I’énergie qui permet de compléter la descrip-
tion des différentes composantes du plasma. Nous n’aborderons pas, dans le cadre de ce cours,
cette équation car nous allons principalement nous focaliser sur la dynamique du plasma dans les
différentes applications que nous verrons.

3.2.3 Le modeéle MHD a un fluide

Il est possible de simplifier encore la description dynamique du plasma en le décrivant comme
un seul fluide qui prend comme caractéristiques les moyennes des différentes especes le compo-
sant. Ainsi nous allons définir des grandeurs moyennes permettant de rendre compte des aspects
principaux du plasmas. La densité moyenne de masse du plasma

p= Z NaMea = NM; (3.29)

est dominé par celle des ions en raison du rapport de masse entre ions et électrons. La vitesse
moyenne du plasma
E NaMale

7 — (3.30)

E NaMa

est elle-aussi dominée par les ions. En effet, nous avons vu que 1’écart de vitesse entre les ions et
les électrons est faible comparée a la vitesse d’Alfven. Etant donné 1'écart de masse entre ions et
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électrons, nous pouvons donc en conclure que U~ ;. La densité de courant moyenne sera donnée
par J = > o Nalall et le tenseur de pression thermique totale sera P = Y a P

Le modéle de MHD a un fluide consiste a ne pas considérer chacune des equatlons de chaque
espece séparément mais a les ajouter pour pouvoir décrire le plasma comme un fluide moyen
dont les caractéristiques sont données par les variables que nous venons de définir. Les équations
décrivant ce fluide sont obtenues en additionnant les différentes équations de toutes les especes
chimiques du plasma. En commengant par les équations de conservation de la masse, nous avons

3 <8nma Lo (namaM) _|%, 9 (o) =0 (3.31)

ot ox ot o0z

«

L’équation de conservation de I'impulsion du fluide moyen s’obtient avec la méme approche

Z:PMQWQ;'@dﬁva+ﬁﬂf—ﬁ§%ﬁﬁﬁ}“E:OM%E+LA§)

ot

:»%f @ﬁ?+P>=*A§ (3.32)

I1 est a noter que le fluide moyen n’est pas soumis directement a la force électrique car il est
électriquement neutre pour les phénomenes descriptibles par la MHD. Néanmoins, méme si le
plasma reste neutre, un champ électrique est tout de méme présent dans le plasma et contribue a
I’évolution du champ électromagnétique. Dans les plasmas composés d’électrons et d’ions, la loi
d’Ohm nous permet de relier le champ électrique aux autres grandeurs MHD. Cette loi est obtenue
en considérant I’équation de conservation de I'impulsion pour les électrons. En effet, ces particules
sont si légeres comparées aux ions que I'on peut négliger les termes d’inertie de 1’équation com-
portant la masse des électrons. Cette simplification consiste a supposer que les électrons s’adaptent
tres rapidement (de fagon quasi instantanée) a la moindre force qui leur est appliquée en compa-
raison aux ions qui seront beaucoup plus lents a réagir. Si les termes d’inertie sont négligés dans
I’équation, on arrive a un équilibre de forces tel que

0

or
Afin de faire apparaitre le courant associé au fluide moyen, nous pouvons faire apparaitre le cou-
rant associé aux ions

> _ _
- Pe=ncqeE + neqetic N B (3.33)

0 o o oo - o
r P.~ne.qFE+JNB+n.qUANDB (3.34)
T
oul nous avons utilisé les relations n.q. = —n;q; et U~ 4;. La loi d’'Ohm peut maintenant s’écrire
- o YENN
, . o JAB-Z.P
E=-UAB+ o~ ° (3.35)
Ne| e

Le premier terme du membre de droite domine les deux autres. En effet, si on estime le rapport
entre ces termes, on constate que

JAB B2 V2
_JAB _ 536
[[neqeU A Bl| poloniq;U B Ulowe;

o B 9

oz Pe C
e Pl <1 (3.37)
HneQeU/\BH weiloU
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Ces ordres de grandeur sont vérifiés dans les plasmas usuels, c’est a dire des plasmas suffisam-
ment magnétisé. Dans le cas ol le champ magnétique serait trés petit par rapport a la pression
thermique, le terme comportant le gradient de pression des électrons ne pourrait pas étre négligé.
Le terme comportant la densité de courant, associé a l'effet Hall, ne deviendrait significatif que
dans le cas ot le plasma serait au repos, c’est a dire ot la vitesse moyenne tendrait vers zéro. Si les
conditions physiques du plasma permettent de vérifier toutes les conditions mentionnées alors le
plasma se trouve dans un régime de MHD appelé MHD Idéale. La loi d’'Ohm prend alors la forme
particuliérement simple

E=-UAB (3.38)

En MHD Idéale, le champ électrique est généré par le mouvement du plasma a travers le champ
magnétique ce qui en fait un champ électromoteur. J'insiste ici que le jeu d’équations MHD com-
porte également une équation d’énergie assurant la conservation de 1’énergie totale. Afin de pou-
voir fermer les relations entre les grandeurs caractérisant le plasma, une équation d’état est nécessaire
afin de relier pression thermique, densité de masse et vitesse du son (i.e. température). L'une des
équations d’état les plus utilisée est celle décrivant le plasma comme un fluide isentropique de la
méme fagon qu’en hydrodynamique. Cela se traduit par

d [P
- <p,y> =0 (3.39)

oty = Cp/Cy estl'indice polytropique du plasma qui est égal a 5/3 pour les plasmas completement
ionisés. Pour cette équation d’état il est aisé de montrer que I'expression de la vitesse du son
Cs =~P/p.

La derniere équation nécessaire pour la description du plasma et du champ électromagnétique
concerne I'évolution dans le temps du champ magnétique. Afin de répondre a cette demande, nous
pouvons simplement utiliser I'équation de Maxwell-Faraday et la loi d’'Ohm

B _ &, (ﬁ A é) __2. (ﬁ% _ ?ﬁ) (3.40)

ot ox

Pour finaliser la présentation des équations MHD, il est important de rappeler que le champ
magnétique est un champ a divergence nulle et que donc en plus des équations citées précédemment,
il faut prendre en compte la condition V - B = 0.

3.3 Ondes MHD

La MHD est un formalisme qui permet donc de décrire I'évolution dans le temps du plasma
et du champ électromagnétique a 1'échelle spatiale macroscopique. Le prix a payer pour obtenir
cette description est de pas avoir acces a toute la microphysique, en particulier les phénomenes
existants a 1’échelle de la sphere de Debye. La nature des ondes se propageant dans le plasma sur
les échelles MHD sont des ondes de trés basses fréquences et de grande longueur d’onde. Afin de
déterminer la structure des ondes MHD, nous allons nous placer dans le contexte le plus simple
possible, c’st a dire celui d’un plasma magnétisé au repos et homogene. Dans ces conditions, la
densité de masse, la vitesse du fluide, la pression thermique et le champ magnétique pourront
s’écrire

p = Po+0p

U =60

P =P,+6P (3.41)
B=B,+6B
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ot les grandeurs notées avec un indice o sont les grandeurs d’équilibre (avec U, = 0) et celles
notées avec ¢ sont les perturbations de faible amplitude qui constituent les ondes MHD. Nous
supposerons, que la structure de ces perturbations suit une forme en onde plane telle que

3p(F,t) = dpoei @tk (3.42)

avec 6p, < p,. Les ondes MHD ne sont pas des ondes purement électromagnétiques donc nous ne
pouvons pas employer seulement les équations de Maxwell pour déterminer leur relation de dis-
persion. Nous allons donc utiliser les équations MHD (qui implique les phénomenes électromagnétiques
mais également les effets dynamiques de la matiere) pour déterminer I'équation de propagation
des ondes MHD. La premiere équation MHD que nous allons linéariser concerne la conservation
de la masse qui va devenir

d(po + dp) 9 7

B T0) 2. 5 6U) ~0 3.43
Nous allons nous restreindre au termes de premier ordre en perturbation, ce qui nous donne pour
I’équation précédente (0p,/0t = 0 car le plasma est a I’équilibre)

. k- o0
iwdp — ik - pooU =0=dp=—p, (3.44)
w
Le terme proportionnel a §pdU n’est pas retenu car il est d’ordre 2. [’équation de conservation
de la quantité de mouvement linéarisée nous donne un lien supplémentaire entre les diverses
perturbations
iwpodU — ik6P = 8] A By = —((B, - 6B)k — (k - B,)sB) (3.45)
o

L’équation d’état du gaz nous fournit la derniéere relation pour avoir un jeu d’équations complet

oP P,

Dans cette derniere équation nous voyons apparaitre la vitesse du son Cs comme définie en hy-
drodynamique §P/dp = C% = vP,/p,. La derniére équation a linéariser est '’équation d’induction
magnétique qui permet d’écrire

iwdB = —i | (k- B,)oU — (k- 6U)B, (3.47)

Nous avons maintenant un jeu d’équations complet nous permettant d’écrire 1'équation de propa-
gation des ondes. En utilisant la définition de la vitesse du son, nous pouvons exprimer la pertur-
bation en pression en fonction de celle en densité pour n’avoir plus que trois relations pour trois
perturbations ép, 0 U , 6B :

k-oU
op = Tpo
wpodU — kC%Sp = =((B, - 6B)k — (k - B,)dB) (3.48)

wéB = — [(E. B,)oU — (k - 5(7)1?0}

En combinant ces trois relations, on arrive une relation tres utile pour identifier les différents types
d’ondes

éo * 55 pad E * EO g — — - — —
( i+ ((k - 60)B, — (k - BO)5U> (3.49)

Ho Who

wpodﬁ — EC?qép =
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A partir de cette relation nous allons pouvoir décrire les différentes ondes MHD présentes dans le
plasma.

Ondes d’Alfven

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, les ondes d’Alfven sont des ondes d’ori-
gine électromagnétique se déplacant le long du champ magnétique. Ici le plasma ne travaille pas et
aucune perturbation en densité (et en pression thermique) n’est attendue. Chercher des ondes in-
compressibles o1 6p = 0 nous amene immédiatement a voir que ces ondes vérifient alors k-0U =0
d’apres la premiere relation que nous avons obtenue, c’est a dire que la perturbation en vitesse
sera toujours perpendiculaire au vecteur d’onde. Dans la derniere relation obtenue précédemment,
nous aurons ainsi

3 .58 LB
(Bo-0B) + (k- Bo)” 57 (3.50)
Ho Who

wpoéﬁ =

Les deux vecteurs k et 6U étant perpendiculaires, nous avons alors deux égalités qui nous donnent

wp. — (K-B,)?2
Po = oo (3.51)

On retrouve la vitesse de phase des ondes d’Alfvén trouvées dans le précédent chapitre vy, =
(E -B)/ k\/Iopo. Nous avons dérivé cette expression dans le cas ot le vecteur d’onde était parallele
au champ magnétique. Nous voyons maintenant que ces ondes peuvent avoir un vecteur d’onde
quelconque avec comme particularité d’avoir toujours les perturbations en vitesse et en champ
magnétique perpendiculaire a la direction de propagation. En effet, la perturbation en champ
magnétique doit toujours vérifier cette contrainte car I'équation de Maxwell V-B=0 implique
k-6B =0.

Ondes magnétosonores

Qu’en est-il des ondes sonores que nous connaissons bien dans notre vie de tout les jours? Et
bien dans un plasma, les ondes sonores pures n’existent pas car il est impossible dans le contexte
d'un plasma d’avoir la propagation de perturbations de pression qui n’affecterait pas le champ
magnétique. Nous allons voir que dans un plasma, il peut y avoir deux types d’ondes magnétoson-
ores associées a la propagation des perturbations de pression thermique. Nous allons, pour pou-
voir déterminer leur caractéristiques, utiliser 1'équation (3.49) en la projetant une premiere fois sur
le vecteur k puis sur le vecteur B,

La projection sur k donnera

o

B, 0B
wdp — k2 (cgép + d > =0 (3.52)

tandis que la projection sur B, nous indique que

- (k-B,)C%p

B, 0U = (3.53)
WpPo
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Pour pouvoir déterminer la relation de dispersion des ondes magnétosonores, il nous reste a ex-
pliciter le terme B, - 6 B et pour cela nous promettons 1’équation d’induction magnétique le long
du champ magnétique pour avoir

ﬂ_é‘ 212
(k- Bo)Cs0p 00 2 (3.54)

w Po Po

wéo-ééz—

En combinait les équations (3.52) et (3.54) on obtient la relation de dispersion des ondes magnétosonores
MHD

w' = w? (CE+ VR) K + k'V3,.CE =0 (3.55)

ot le carré de la vitesse d’Alfven Vi = B2 /u,p, et ol Vj p = (k- Bo)%/ popok? est la vitesse d’Alfven

projetée sur le champ magnétique B,. On trouve une relation de dispersion certes complexe mais
qui donne comme solutions deux types d’onde, chacune ayant une vitesse de phase indépendante
de la pulsation w, ce qui rend le plasma non-dispersif pour ces ondes. La résolution de la relation
de dispersion revient a résoudre un polyndme en bi-carré qui aiment comme solutions

1
s =5 [(C3+ VD £/(CE+ VD2 - v}, (3.56)

Les ondes magnétosonores rapides (Fast) possede la vitesse de phase la plus grande (signe +,
supérieure a la vitesse d’Alfven) alors que les ondes magnétosonores lentes (Slow) posséde une
vitesse de phase plus petite et inférieure a la vitesse d”Alfven. C’est 'une des caractéristiques des
plasmas, ces gaz ionisés, que d’avoir une famille d’onde “sonores” ot sont intimement intriqués les
phénomenes de pression thermique et les aspects magnétiques du plasma. Afin d’avoir un court
apercu des propriétés des ondes magnétosonores, on peut rapidement récapituler leurs propriétés
pour deux types de propagation :

Propagation parallele au champ magnétique k I B,

Dans ce cas de figure, nous avons V3, = V32, ce qui permet d’exprimer la vitesse de phase des
ondes magnétosonores

[(CE+V3)£(CE—V3)] =ViouC? (3.57)

N

2 _
Uph S,F =

Suivant la valeur des vitesses du son et d”Alfven, les ondes magnétosonores sont soit des ondes
sonores pures ou des ondes d’Alfven.

Propagation perpendiculaire au champ magnétique k L B,
La propagation perpendiculaire des ondes magnétosonores est possible mais induit que ’'onde
magnétosonore lente posséde une vitesse de phase nulle alors que I’'onde magnétosonore rapide

aura une vitesse vpp, ¢ = 1/(C% + V3). La structure de cette onde autorise I'existence d'une pertur-

bation en densité, en vitesse et en champ magnétique dont il est aisé de déduire les relations (Cf
TD no 4).
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