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Premiere partie

Le cours
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Afin de simplifier la compréhension du cours, nous ne considererons que des espaces vectoriel& normr
réels de dimension 2 ou 3, supposés munis de leur structure affine naturelle. Ainsi les élénkesesard ap-
pelésvecteurss’ils sont considérés comme des éléments de I'espace vediaretipointss’ils sont considéres
comme des éléments de I'espace affthe

X1

Notation On notera indifferemment= (X, -- ,Xpn) OUX = : un vecteux € E (n=2 ou 3).
Xn

Six,y € E alors

n
) XY= XY =Xay1+ - Xobn.
i=1
b) (x| = /3§ + -+ + .
C) sin=3, XAy = (X2Yy3 — XaY2, Xa¥1 — X1¥3, X1y2 — X2¥1)-
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A section grain suivant »

Définition Exemples
exemple A.1.1
exemple A.1.2

notion clé : exemple A.1.3

Arc paramétre

Définition 1.
Soit E un espace vectoriel normé (e.v.n.) de dimension 2 ou 3. Soit | un intervétle de

non vide et non réduit & un point. Un arc paraméirée classe €est une application
I — E

t — (1)

de classe €de | dans E notée {

Y (1) = (11(t),72(t)) (resp.y (t) = (71(t),72(t), 73(t))) est un arc paramétré dR?
(resp.R3).

v (1) est appelé&upport de I'arc paramétre
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A section <« grain précédent grain suivant »

Premiéres définitions et Exercices

propriétés exercice B.1.1
Définition 2.
notion clé : m est appel@oint simplede~ (1) si il existe un uniquet € | tel que m= ~ (ty).

Points et arcs
Un pointmultiple est un point qui n’est pas simple.

Définition 3.

Un arc est ditsimple si tous les points sont simples (i.eqsést injective).
Définition 4.

Un arc est ditfermesi vy (a) = y(b).

Définition 5.

Un arc fermé est ditermé simplesi | est de la formea, b| (fermé borné); (a) = ~(b)
et la restriction dey a l'intervalle [a, b est injective.
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Arcs orientés

notion clé :
Arcs équivalents

A section <« grain précédent grain suivant »

Dans les exempleé.1.1 et A.1.2, les supports des deux arcs paramétrés sont les *
mémes ”. Mathématique, on traduit ce constat par la définition suivante

Définition 6.
Soient(l, v) et(J, d) deux arcs paramétrés.
On dit que les deux arcs so@K—équivalentssi

) ~ etd sont de classe €
i) Il existe une bijectio : | — J de classe €ainsi que sa réciproque telle que
v=4o008.

6 est appel&hangement de paramétre
Remarqgue 1.1. 6 est donc nécessairement strictement monotone car est bijectif.

Définition 7.
On appellearc géométrique de class’ 'ensemble des arcs paramétt@5—équivalents.
On le notel".

Les représentants de sont appelésircs paramétrés admissiblg¢su représentations
admissibles).

Définition 8.
SoitI" un arc géométrique de classé &> 1.
>> >
Sommaire Entrées canoniques 12 Documents Exemples

Exercices



Soit(71,72) € I'? donc il existed tel quey; = 72 o @ doncyy (t) = 5 (6 (1)) &' ().

On dit quey; ety sont deméme sengou positivemeniCk—équivalents)si ¢’ (t) > 0
, et desens contrairg(ou non-positivementCk—équivalents)si ¢’ (t) < 0.

On notel', = {(I,~) € I' tel que~y estpositivementCk—équivalent}
On notel'_ = {(1,~) € I' tel quey estnon-positivementC*—équivalent}

Remarque 1.2. 0 étant strictement monotone, il suffit de vérifier le signé’deour un
point quelconque de |

Lemme 1.1.

Pour qu’un arc géométrique admette deux orientations, il suffit qu’il possede au moin
deux points simples.

444«
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A section <« grain précédent grain suivant »

Points particuliers et
tangente

Exemples
exemple A.1.4

notion clé :
Régulier, stationnaire,
tangente

Définition 9.
Soity une paramétrisation d€ arc géométrique de clasg¥, (k > 0).
i) Un point simple m= ~(tym) de~(I) est ditrégulier si~/(t) # 0.

L'arc ~ est régulier si tous ces points simples sont réguliers.
i) Un point simple m= ~(tm) dev(l) est ditstationnaire si+'(t) = 0.

Remarque 1.3. Ces définitions sont indépendantes du choix de la paramétrisation.

Définition 10.
On appelletangenteau point m la droite passant par m et de vecteur directgiy,).

Définition 11.
Soit(l, v) un arc régulier.
On appellevecteur tangent unitaire la quantité Tt) = ”J,((tt))ﬂ :

T(t) est dirigé dans le sens de l'orientation de I'gic ).

Sommaire Entrées canoniques 14 Documents Exemples

Exercices



A section <« grain précédent

Longueur d'un arc Exercices Documents
exercice B.1.2 document C.1.1
exercice B.1.3

notion clé :

Longueur d'un arc Définition 12.

Soit(l,~) un arc paramétré de class®, (k> 1).
On appelle longueur de 'arg, le réel positifnoté L, défini par

L) =| Il a.1)
En particulier, si(l, v) est un arc paramétré d&? alors

L, 1) =] [V 640)° + Ga0) e

De méme, sfl, ) est un arc paramétré di3 alors

Ly )= | V630" + (300)* + (50
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A chapitre <« section précédente

1.2 Circulation d’'un champ de vecteurs
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1.2.4 Formulede Green-Riemann . . . . . . . . . . e e 22
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A section grain suivant »

Définition

notion clé :
Champ de vecteurs et
circulation

Exemples Documents
exemple A.1.5 document C.1.2
Définition 13.

SoitA C &; espace affine réel de dimension fini attaché a un espace vectoriel E.
Un champ de vecteurs sut est une application del dans€.

Remarque 1.4. 'application (x,y) € R? — (sin(x) cos(y), x?) estun champ de vec-
teurs deR?.

Définition 14.

Soient V un champ de vecteur continu stiret (I = [a, b],~v) un arc paramétré de
classec tel quey ([a, b)) C A.

On appellecirculation ou (travail ) de V relative &y, le réel défini par

b
/a V(7 (1) - (t) (1.2)
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A section <« grain précédent grain suivant »

Calcul pratique

notion clé :
Calcul du travail d’'un
champ de force

Exercices
exercice B.1.4
exercice B.1.5

Point de vue physique

SoientA = ~(a), B = ~(b) deux points de RetV(x,y,2) = (P(X,Y, 2), Q(X, Y, 2), R(X,Y, 2))
un champ de vecteur.

() = (x(t), y(t), z(1)).

Alors f;’v (v (1)) - 7/(t) dt est letravail total produit par le champ de forcé lorsque
une particule se déplace du pofau pointB le long de la trajectoire paramétrée par
et ce travail est noté

Wo(V) = fFV(r ()7t
= [ Pdx+ Qdy-+ Rdz
Rappel :WZE(V) = _WEX(W

(8%
Méthodologie : calculer le travail deV/ le long du segment curvilignAB (donc
orienté).

1. a) Déterminer une paramétrisatiof, b|, v) de I'arc orienté.

4 4 4
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b) Vérifier si cette paramétrisation est compatible avec I'orientation imposée pa
I'énonce.
c) Sila paramétrisation est compatible avec I'orientation alors

b
w«wzﬂvwm»ﬂmn (1.3)

AB

d) Sila paramétrisation n’est pas compatible alors

AB

b
wawz—évwmwvmm (1.4)

e) Calculer une intégrale simple.

2. En utilisant la seconde formule, il suffit simplement d* intégrer ” la forme diffe-
rentielle

w = Pdx+ Qdy+ Rdz

444
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A section <« grain précédent grain suivant »

Champ dérivantd’'un  Exercices
potentiel exercice B.1.6
exercice B.1.7

Définition 15.
Soit U un champ de vecteur continlment dérivable.
On dit que Udérive d'un potentiel f si U = V.

notion clé :
Potentiel et travalil

Remarque 1.5. Si U dérive d’un potentiel alorsotU = rot (Vf) = 0 d’aprés le do-
cumentC.1.2

Théoréme 1.1.
Soit U un champ de vecteur dérivant d’un potentiel f.

Alors,on a:

W (U) = f(B) — f(A)

Démonstration.
On suppose que la paramétrisati@a, b], v(t) = (x(t), y(t), z(t))> est compatible

N
avec l'orientation du segment curvilig®d3. CommeU = VT, on a d’apres la formule
(1.3,
> > >
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Donc on obtient

b
o) = [ G0y, 20)ct

AB
= f (x(b),y(b), z(b)) — f (x(a),y(a), z(a))
— f(B)-f(A

~—

(1.5)

Nl

Remarque 1.6.
1) Si U dérive d'un potentiel alors son travail ne dépend pas du chemin suivi poul

aller de A vers B.
i) Sila courbe est fermée alors son travail est nul (cae/M).

444
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A section <« grain précédent

Formule de Exercices

Green-Riemann exercice B.1.8
exercice B.1.9

La formule de Green-Riemann permet de ramener, dans certains cas, une intégr

notion CI? : double en une intégrale curviligne sur la courbe qui délimite le domaine d’intégration.
Green-Riemann, Calcul
d’aire
C 3\)
Figure 1.1 — Domain® et sa frontiére orientée
Théoreme 1.2.
Soit D une partie ddR? limitée parI', un arc géométrique simple fermé orienté dans
le sens direct (figuré.1). Soient P et Q deux fonctions de clagdesur D.
> > >
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Alors, on a

0Q oP )
—(X,y) — — (X, dxdy= Pdx+ Qd 1.6
/], (GRow = Sy ) day= [ paxs-cay 1.6
Lemme 1.2. Soit D un domaine diR?.
AiredeD = // dxdy (1.7)
D
= / x dy (1.8)
Ly
= — / y dx (1.9)
Ly
1
= —/ x dy—ydx (1.10)
2 Jr,
Démonstration.
On obtient ces résultats en posB(i, y) =y, Q(X,y) = 0 ouP(x,y) = 0,Q(X,y) =
x dans la formule1.6). [ |
<<«
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A section grain suivant »

Définition Exemples
exemple A.2.1
exemple A.2.2

notion clé : exemple A.2.3

Nappe et surface ] . . . ] —
£ est un espace affine de dimension 3 attaché a I'espace ve&o0el identifie€

aE par le choix d'une origine.

De la méme maniére que pour les arcs paramétrés, on définit la notion de nappe pe
métrée comme sulit

Définition 16.
Soit D un domaine (i.e. on peut mesure son aire qui est supposée fif) de

Une nappe paramétréede class&X (k > 0) de & est une application de clasg¥ :
®:D—¢€.

On appellesurfacel'image par® de D et notée: = ®(D).
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A section <« grain précédent grain suivant »

Définition : plan tangent Exemples Exercices Documents
exemple A.2.4 exercice B.2.1 document C.2.1
notion clé : Définition 17.
Plan tangent et vecteur Soit¥ une surface définie par une parameétrisatibn D — £ différentiable er{ug, Vo).
normal X = ®1(u,v)
duv)=1y = d(uv)
z = d3(u,v)
0d1 0d1
——(Uo, Vi —(Uo, Vi
5y (Yo Vo) 5y (Uo: Vo)
Siles vecteurs %(Uo, Vo) | et %(UO, Vo) | sontlinéairementindépendants,
u \
0P3 0P3
W(UO,VO) W(UO,VO)
alors il existe un plan R, tangent a la surfac& en My = ®(up, Vo) qui est caractérisé
par

0P 0P
Pm, = {M €&, P=®(up, Vo) + %(uo,vo) -(u—up) + E(Uo,vo) (v— uo)}

> > >
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Remarque 2.1. P est paramétré par le développement d’ordre Xbden (up, Vo).

Définition 18. (Avec les notations de la définitidr).

Lanormale a la surfaceau point M est la droite affine passant par ce point et perpen-
diculaire au plan tangent.

Un vecteur directeur est

00y \ (0B

ou ov
N = @ A @ (2.1)

ou ov

0% | | 0%

ou ov

Un vecteur directeuunitaire est

n= N (2.2)

Remarque 2.2.
a) De la méme maniere que pour la tangente d’un arc géométrique, il existe deu
vecteurs normaux a une surfacéu\v) et —N(u, v).
b) L'orientation de la surface est déterminée par un champ continu de normale:
qui induisent ainsi une face pour la surface. Un paramétrage de la surface ser:

444« > > >
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compatible avec l'orientation si la normale qu’il génére coincide avec le choix de
la normale fixant I'orientation. Pour une surface fermée, on considére le chamg
de normales “sortant”. (Voir Documert.2.1).

444
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A section <« grain précédent

Aire d’une surface non Exercices
plane exercice B.2.2

On a vu (formule {.7)) que si la surfac® est plane (par exemple dans le phiDy)
alors son aire est définie par

notion clé :
Aire d’une surface non Aire deD — // dxdy (2.3)
plane D
Soit maintenant une surface (non plane) alors son aire est donnée par le théoréme
suivant
Théoreme 2.1.
Soit ¥ une surface non plane définie par une paramétrisatiodifférentiable ®
A — RS
Notons T, et Ty les vecteurs définis par
a<I>1 a(I)l
—=(u,v —(u,v
S u) S (uY)
0y 0P,
Tu(U,v) = | —=(u,v etTy(u,v) =1 —=(u.v
sy = | SEuy) [etTuy) = | SEuy
0P3 093
—(u,v —(u,v
S (uY) (%)
>> >
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Alors l'aire de Y vaut

Aire deX = / | Tu(u, v) A |Ty(u, v)|| dudv (2.4)
A

444«
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A chapitre <« section précédente section suivante »

2.2 Flux d’'un champ de vecteurs

2.21 Fluxetintégraledesurface. . . . . . . . . . . . . 33
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A section

Flux et intégrale de Exercices
surface exercice B.2.3
exercice B.2.4

: . Le flux d’'un champ de vecteurs a travers une surface est fondamental dans divers
notion clé : . iy : p M “ nop :

o domaines. Pour différencier un flux “rentrant” d’'un flux “sortant”, I'orientation de la
Flux, intégrale de surface

SurfaceX. est fondamentale.

Définition 19.
SoientX; une surface orienté réguliere étune parameétrisation d& = ¢ (A).
Soit V un champ de vecteurs B continu.

On appelleflux du champ V a traversX ., le nombre noté// V - do et défini par
2y

// Ve - J[ @y ney axay 25)

ou n est le champ de normale unitaire défini 8rP).

Lemme 2.1.
Soit ¥ une surface définie par I'équatiofz = f(x,y), (x,y) € D} ou f est différen-
tiable.
>> >
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Alors le flux de V atravers, est

//mv'd" N // %y, 1(6Y)) - ( §L< X,Y), g—;(x,y),l) dxdy2.6)

ole = 1sile vecteur normal est orienté vers les z croissants,—1 sinon.

444
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A chapitre <« section précédente

2.3 Theoremes intégraux

2.3.1 Théorémede Stokes . . . . . . . . . 36
2.3.2 Théorémed'Ostrogradski. . . . . . . . . . . 37
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A section grain suivant »

Théoréme de Stokes Exercices
exercice B.2.5

notion clé : Théoreme 2.2.

Stokes SoientX; une surface orientée par le choix d'un champ de normalds,ete bord
fermé dex ., orienté de maniére cohérente avec (régle du tire-bouchon de Maxwell
(figure2.1).
Soit V un champ de vecteurs B8 continument différentiable, de composantes respec-
tives \{, V, et \s.

Alors le flux du rotationnel de V a travers la surfate est égal a la circulation de V
le long de l'arcT'; i.e

// rotV.de = / Vidx+ Vody + Vizdz (2.7)
Do Iy
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A section <« grain précédent

Théoréme Exercices

d’Ostrogradski exercice B.2.6
exercice B.2.7

Théoreme 2.3.

SoitV un domaine ddR® limité par une surface fermée, orientée vers I “ extérieur
"de V.

Soit V un champ de vecteurs de clase

notion clé :
Ostrogradski, volume

Alors l'intégrale de la divergence de V dansest égale au flux de V a travers la surface

Yiie.
///v divV dxdydz= //2+ V- do (2.8)

Lemme 2.2. (Avec les notations précédentes)

VolumeV) = ///v dxdydz= //2 zdxdy
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Figure 2.1 — Régle du tire-bouchon de Maxwell
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Deuxieme partie

Les annexes
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Annexe A

Les exemples

Table des exemples
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Exemple A.1.4 : Orientationettangente . . . . . . . . . . . . . . ... ... ... 45
Exemple A.1.5: Circulationd’'unchampde®R. . . . . . . . .. . . ... ... ..... 46

A2: Exemplesduchapitre2 . . . . . . . . ... a7
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Sommaire Entrées canoniques 40 Documents Exemples

Exercices



Exemple A.2.2 : Le parapluiede Whitney. . . . . . . . . .. .. oo 48
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Exemple A.2.4 : Equation cartésienne du plantangent. . . . . . ... ... ... ... 50
Sommaire Entrées canoniques 41 Documents Exemples

Exercices



<« précédent suivant »

A.1 Exemples du chapitre 1

ExempleA.1.1 Arc paramétré dans le plan

| =[-5,5], ~(t)=(sin(t),cos(t))

1N\

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.2 Arc paramétré dans le plan
|:[—1,1], ’Y(t):<t,v1—t2>

/e \\\

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.3 Arc paramétré dans I'espace

| =[0,4x], ~(t) = (cos(t),sin(t),2t)

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.4 Orientation et tangente

Suivant le choix de I'orientation de I'arc, on obtient deux vecteurs tangents de sens opposé.

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.1.5 Circulation d’un champ de R

SoitV(x,y, 2) = (P(x,Y,2), Q(X, Y, 2), R(X, Y, 2)) un champ de vecteur de3R
Soit (I = [a, b], ) un arc paramétré pat(t) = (x(t), y(t), z(t)).
Alors la circulation deV relative ay est

b b
/a V()Y t)dt = / V (X(1), Y(), 2(t)) - (X(1), Y1), Z(1)) dt

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

A.2 Exemples du chapitre 2

ExempleA.2.1 La sphere

= asin(u) cos(V)
asin(u) sin(v
= acos(Uu)

D={(uv),0<u<m, 0<v<2r} avecd (u,v)=

~—

N < X
I

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.2.2 Le parapluie de Whitney

X = uv
D=[-1,1°> avecd(uv)=|y = u
z =
Retour au grain A
Sommaire Entrées canoniques 48 Documents Exemples

Exercices



<« précédent suivant »

ExempleA.2.3 Equation cartésienne d’une surface

X = X
D=[-55° avecd(uvi=|y =y ouf(x,y) = X + y?sin(x).
z = f(xy)

Retour au grain A
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<« précédent suivant »

ExempleA.2.4 Equation cartésienne du plan tangent

Notonsf, g eth les coordonnées dk dans un repere affine fixé de
Alors I'équation cartésienne dedans ce repere est

x — f(up, Vo) y Q(Uo,Vo) z — h(up, Vo)

@(Uo,vo) g Do, Vo) = (o, Vo) -0
9
— (Up, Vi (u — (Up,
gylUo:Vo)  5o(Uo,vo) 5o (Lo, Vo)
Retour au grain A
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Annexe B

Les exercices

Table des exercices
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Exercice B.1.8 : Calcul d’aire d'une surfaceplane. . . . . . . .. ... .. ... .... 60

Exercice B.1.9: Exercice:secondbilan . . . . . ... ... L o Lo 61
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<« précédent suivant »

B.1 Exercices du chapitre 1

ExerciceB.1.1 Points simples et multiples

Tracer les arcs paramétrés suivants, quels sont les points multiples (si ils existent) ?

a) ([0, 2x],~) ouy (t) = (cos(t), sin (t)).
b) ([0,4x],~) ot~y (t) = (1+ %cos(t), 2+ %sin (t)).

c) ([0, +oo[,7) ol (t) = (t,t2).

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.2 Périmetre du cercle

Calculer le périmétre d’'un cercle de centre I'origine et de ragon

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier !

Aide 1 Aide 2 Aide 3
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.3 Longueur d’'un arc défini par une équation cartésignad (x)

Calculer la longueur du segment curviligne d’équatiea f (x) entre les abscissag et Xp.
L . . : X
Application : calculer la longueur de I'arc de chainette d’équagienach (5) pourx € [0, .

Retour au grain A

Solution : aregarder en dernier '

Aide 1

Documents Exemples
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.4 Travail sur une demi-ellipse

Calculer le travail du champ de forégx,y) = (yz, x2) le long de la demi-ellipse supérieure orieniée

1. la formulef;V (y(1)) - /() dt.
2. laformule [, Pdx+ Qdy.

[ ™\

Retour au grain A

Question1 Aide 1l Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2 Aide 3
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<« précedent suivant »

ExerciceB.1.5 Travail sur une helice

%
Soit le champ de vectei(x,y, z) = (x+ Z V2, x). Calculer le travail d&/ sur I'arc orientéAB de I'hélice dont
la paramétrisation egtt) = Rcos(t), y(t) = Rsin(t), z(t) = atavecA = (R 0,0), B= (R, 0, 2ra).
On utilisera la formulefﬁs Pdx+ Qdy+ Rdz

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.1.6 Travail d’'un champ dérivant d’un potentiel

SoitV un champ de vecteurs de’lde composantes respectives

1. Calculez la divergence dé.
2. A quelle conditionV dérive-t-il d’'un potentiel ?

3. Calculer le gradient de la fonctidndéfinie parf (X, y, z) = y7 +yz+ C (C étant une constante arbitraire).

4. En déduire le travail d¥ le long du segment orientngU O=(0,0,0) etA=(1,1,1).

Retour au grain A

Question1 Aide 1
Question2 Aide 1 Aide 2
Question 3 Aide 1
Question4 Aide 1
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<« précedent suivant »

ExerciceB.1.7 Exercice : premier bilan

On considére une particule qui se deplace dans le champ deforog = (x — ay, 3y — 2X)).
1. Calculer le travail recu par la particule en fonctionade
a) si elle se déplace sur le segment rectili@%&eavecO =(0,0), A= (24).
b) sielle se déplace d® a A en suivant le traje@X’A ou A’ est la projection dé sur I'axe des abscisses.

m
c) sielle se déplace d@ aA en suivant le trajeDA’A ou A’ est la projection dé sur I'axe des ordonnées.
Conclusion?

2. Calculer en fonction da le travail de la particule qui parcours une fois, dans le sens trigopnométrique |
périmetre du cercle de ceniteet de rayon 2.

3. Pour quelle valeur da le champ de forc®& dérive-t-il d’'un potentief ? DétermineNV(x,y). Que peut-on
dire alors des travaux calculés précédemment ?

Retour au grain A

Solution
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<« précédent suivant »

ExerciceB.1.8 Calcul d’aire d’'une surface plane

Calculez I'aireD délimitée par I'ellipsd™ d’équationx(t) = acos(t), y(t) = bsin(t) en utilisant

a) xdy.
Ly
b) — y dx
Ly
Retour au grain A
Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.1.9 Exercice : second bilan

SoitV le champ de vecteurs de’Rle composantes respectives notéesy) = —yx2 etQ(x, y) = xy?.
On définitD = {(x,y) € R?, x® + y? — 2y < 0}. Notons'.. le bord deD orienté dans le sens trigonométrique.
a) faire une figure représentabt

b) calculer/ Pdx+ Qdy.

Iy
0 oP
C) cadculer//D <8_(3(X’ y) — 8_y(x’ y)) dxdy

d) Conclusion.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

B.2 Exercices du chapitre 2

ExerciceB.2.1 Plan tangent a une surface définie par son équation cartésienne

En vous inspirant de I'exempke.2.4, déterminer I'équation cartésienne du plan tangdnta surface: si celle-ci
X

est définie par la paramétrisation suivadte, y) = y
f(x,y)

Retour au grain A

Solution

Sommaire Entrées canoniques 62 Documents Exemples
Exercices



<« précédent suivant »

ExerciceB.2.2 Aire d’'un cylindre

SoitY la surface définie paf(x,y,z) € R®; X2 +y? — 2ax=0,0 < z< h}.
a) Representex..
b) Calculer son aire.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.2.3 Flux a travers une surface
SoitV le champ de vecteurs de®RIéfini parV(x,y, z) = (xz, zZ %) Soit X la surface définie par I'équation

z=x?+y?, z< 1, un champ de vecteurs normaux étant orientée versdesssants.
a) ReprésenteX et son orientation.
b) Calculer le flux du champ a travers la surface orientée.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.2.4 Exercice : premier bilan

Calculer le flux du champ vectori®l(x,y, z) = (y, X,y + z) a travers le triangle
Y={2x+y+z=2,x>0,y>0,z> 0}; la normale étant orientée vers lesroissants.

Retour au grain A

Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4 Aide5

Sommaire Entrées canoniques 65 Documents
Exercices

Exemples



<« précédent suivant »

ExerciceB.2.5 Application a la formule de Stokes

SoitX, le céne d’équatioz = 1 — /%2 + y2, z> 0 orienté vers le haut.
Soit le champ vectoriel de Riéfini parV(x,y, z) = (=Y, X, 1+ X +Y)

1. Calculer le flux du rotationnel d¢ a travers, .
2. Retrouver le résultat en appliquant la formule de Stokes.

Retour au grain A

Question1 Aide 1 Aide 2 Aide 3 Aide 4
Question2 Aide 1 Aide 2
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<« précedent suivant »

ExerciceB.2.6 Application a la formule d’Ostrogradski

Calculer le flux du champ de vecteurs dé &fini parV(x,y,z) = (0,0, z) a travers la sphére d’équatief +
2
Y2+ 22 =1.

Retour au grain A

Solution
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<« précedent suivant »

ExerciceB.2.7 Exercice difficile : pour le plaisir...

Théoréme B.1. (Avec les notations du théorérae).
Si Y est une surfacéermée alors on a
// rotV-do =0
Xy

On va vérifier ce théoreme sur le cas suivant.
X

Soient le cone&_! paramétrisé pab! : (0,z) € [0,27] x [0,1] — | vy
z

dans le sens trigonométrique.

a) Tracerxl.

zcos(0)
zsin(d) | etI'} son bord orienté

z

b) Déterminer une normale dg* et vérifier si celle-ci correspond avec I'orientationlde

c) SoitV le champ de vecteur défini p¥KXx,y, z) = (yz —xz 0).
Déterminer sa circulation le long d& et le flux de rol a travers::? .

d) Soit¥? la surface paramétrée p&f : (0, p) € [0, 27] x [0,1] —

X

y
z

pcos(f)
psin(6)
1

Déterminer une normale d&? et vérifier si celle-ci correspond avec I'orientationide.

> > >
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e) SoitY la surface fermée définie par= -1 U X2, D’aprés le théoréme précédent, le flux du rotationneV de
a travers cette surface est nul. Tratkeet vérifier par le calcul.

Retour au grain A

Solution

444
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Annexe C

Les documents

Table des documents
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<« précédent suivant »

C.1 Documents du chapitre 1

DocumentC.1.1 Masse d’un fil

Cours:
Longueur d’'un arc

La masse d'un fil (de section constante) de longu@irde masse linéique(masse par unité de longueur) vaut
m = pl. Malheureusement, si le fil n’est pas de section constante alors la masse linéigseplus contante et
est une fonction d’'un parametre

Notons(l,~) un arc géométrique dont le supportl ) “ modélise " notre fil, alors on admettra que

m=| [0l @le
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<« précedent suivant »

DocumentC.1.2 Rappels de calcul vectoriel

Cours:

Champ de vecteurs et
circulation

Potentiel et travall

Dans toute la suite, on supposera €uest un ouvert de I'espace affine euclidien de dimensien3.
Définition 20.
Soit f une fonction d& dansR différentiable.

of

n
On appellegradient de f, le champ de vectenotéVf et défini parvVf = (8—)() .
i) i=

Définition 21.

Soit V un champ de vecteur & dont les composantes ®, R sont des applications différentiables dahs
On appellerotationnel de V, le champ de vecteootérotV et défini par

%—Z(x, y,2) — 22(%.,2)

G (% Y,2) = 52(x,Y,2)

Y, 2 — F(xy,2)

Si V est un champ de vecteur B&, on définit son rotationnel par

rotV(x,y,z) =

> > >
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rotV(x,y) = 2% y) = £ (x.Y).

Définition 22.

Soit V un champ de vecteur & dont les composantes ©, R sont des applications différentiables ddhs
On appelledivergencede V, la fonctiomotédiv V et défini par

: oP 0 OR
dIVV(X7 Y, Z) = &()Q Y, Z) + 8—3()(’ Y, Z) + E(X7 Y; Z) (Cl)

PETIT FORMULAIRE

Soientc une constantef,, g deux fonctions différentiables s, U etV deux champs de vecteurs continument
différentiables suf).
Alors, on a:

i) V(cf) = cVi.
iy V(f+g)=Vf+Va.
iii) V(fg) = fVg+ gVf.

iv) rot(cU) = crotU.
v) rot(U + V) = rotU + rotV.

vi) div(cU) = cdivU.
vii) div(U +V) =divU +divV.

444« > > >
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viii) div(V) =0« V = rotU.
ixX) rot (V) =0« V = Vf.

444«
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<« précedent suivant »

C.2 Documents du chapitre 2

DocumentC.2.1 Regle du tire-bouchon de Maxwell

Cours:
Plan tangent et vecteur normal

Le sens de€ est le sens de progression du tire bouchon de Maxwell dont le manche subirait la petite rotation
ameéneA surB.

4 4 4
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Si le contour est orienté comme ci-dessous, alicde sens de progression du tire bouchon de Maxwell dont le
manche tournerait dans le sens choisi.

444«
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Entrées canoniques

Le gras indique un grain ou le concept est défini;

L

l'italique indique un renvoi a un exercice ou un exemple, Longueurd’'unarc. ..................... 15,71

le gras italique & un document, et le romain a un grain ou

le concept est mentionné. N
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Solution de I'exercice B.1.1

L'arc paramétré de I'exercide.l.1lest
a) un cercle de centre 0 et de rayon 1 parcouru une fois @b est un point multiple.
C’est un arc fermé.

b) un cercle de centre (1,2) et de rayérparcouru deux fois donc tous les points sont
multiples.



c) un parabole d’équatiop= t, t > 0 qui est un arc simple.

/
/
/
/
/

|

-

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.2

1. une paramétrisation possible ést [0, 2r], ~(t) = (Rcos(t), Rsin(t)).

Iy = /(—Rsin(t))? + (Reos(t))?
2. _ JR2

- R
3. L, ([0,27]) = [f"Rdt=27R

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.1.2

Etape 1 : on détermine une parameétrisation du cercle.

Retour a I'exercicea



Aide 2, Exercice B.1.2

Etape 2 : on calculéy('t)]|.

Retour a I'exercicea



Aide 3, Exercice B.1.2

Etape 3 : on applique la formule généralelj.

Retour a I'exercicea



Solution de I'exercice B.1.3

Une paramétrisation possible este [xa, Xp], () = (t,f(t)).
On calculg|/(t)|| = \/(1)2 I (f’(t))2 et la longueur est donc

I V1t )2

Application :f(x _ach( )

L, ([0.4]) = / \/1+sh
= /0 ach (a) dx

= ash(1)

Retour a I'exercice



Aide 1, Exercice B.1.3

Parameétrer ce segment curviligne et appliquer la formule géndrd)e (

Retour a I'exercicea



Aide 1, question 1, Exercice B.1.4
Une paramétrisation de I'ellipse (compléte) est[0, 27], ~(t) = (acos(t), bsin(t))

Retour a I'exercicea



Aide 2, question 1, Exercice B.1.4

Une paramétrisation de la demi-ellipse est[0, 7], ~(t) = (acos(t), bsin(t)).
Ent = 0, on est au pointa, 0) et ent = «, on se trouve au poir{t-a, 0), la paramétrisation
est donc compatible avec 'orientation de I'énoncé.

CalculezV(y(t)) - 7/(1).
Rappelsi X = (X1, Xo) etY = (Y1, Y2) sont des vecteurs de?RilorsX - Y est un scalaire qui

vaut
XY =X1Y1 + XoYs

Retour a I'exercicea



Aide 3, question 1, Exercice B.1.4

On a:y(t) = (71(t), 72(t)).
V (71(t), v2(t)) = V (acos(t), bsin(t)) = (b?sin(t)2, a2 cos(t)?).
7'(t) = (11 (1), 72(t)) = (—asin(t), beos(t)).
Par définition du produit scalaire entre les vectatt 1/, on obtient

V(y(1) -~ (1) = <b2 sin(t)2, a2 cos<t)2) . (—asin(t), beos(t)) (C.2)
— —ab’sin(t)® + a’bcos(t)®

Il reste a intégrer cette derniere expression entrenQ et

Utilisez les formules de Moivre pour linéarisén(t)2 et cos(t)3 .

Formules de Moivre




sin(t) = >

jt —it
cos(t) = e'%
(eit)n _ ght

Retour a I'exercice



Aide 4, question 1, Exercice B.1.4

On va linéariserin(t)® en utilisant les formules de Moivre :

sin(t)3 = ($> 3

_ % (e3it _ 3ltgit | ggitg -2t e—3it)
= (e3it _ e—3it) _ (3eit _ 3e—it)
4 2i

~1 ,
= — (sin(3t) — 3sin(t))

3

En faisant de méme pouos(t)°, on obtient :

cos(t)® = % (cos(3t) + 3cos(t))



On obtient finalement
2

/va(v(t)) A dt = /07r {¥<51H(3t) _ 3sin(t)) + %J(cos(st) + 3(:03('[))] dt

b7 / [— cos i m 2b / [sin " : m
- ([ s afeoto]) + R[22 ol smio];)
—4ab?
3

Retour a I'exercice



Aide 1, question 2, Exercice B.1.4

On a vu a la précédente question qu’une paramétrisation admissible e
te[0,x], ~(t) = (acos(t),bsin(t)).
Donc chaque poin¥l d’abscisse et d’ordonnéey parcourt cet arc.

Exprimezx ety en fonction de, puis déterminez la différentielldx et dy.

Retour a I'exercices



Aide 2, question 2, Exercice B.1.4
On a :x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t). Leurs différentielles respectives sont donc
dx = —asin(t)dt

dy = bcos(t)dt

CalculerfF+ Pdx+ Qdyou P (resp.Q) désigne la premiere (resp. seconde) composante d
champV.

Retour a I'exercice



Aide 3, question 2, Exercice B.1.4

On a:P(x,y) = y? etQ(x,y) = x°.

/ Pdx+ Qdy = y2dx + x2dy
I, Iy

_ / (~albsin(t))2sin(t) + (acos(t)®beos(t)) d
0
On retrouve bien sdr la méme intégrale que précédemment.

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.5
La paramétrisation est(t) = (Rcos(t), Rsin(t), at) avect € [0, 27] et est bien compatible
avec l'orientation {(0) = Aet~(2r) = B).
On a :dx= —Rsin(t)dt, dy = Rcos(t)dt, dz= adtet on obtient

W~ (V) = /027 [(Rcos(t) + at) (—Rsin(t)) + R%sin(t)? Reos(t) + (Rcos(t)) a| dt

AB
27
= —aR/ tsin(t) dt
0
On integre par partieﬁ:f(t)g’(t) dt=[f (t)g(t)]g— f;’f’(t)g(t) dten posant(t) =tetd/(t) =
sin(t).
On obtient donc
W~ (V) = 27TaR

AB

Retour a I'exercice



Aide 1, question 1, Exercice B.1.6

On appligue la formule.1) et on obtient

divV(x,y,z) =y

Retour a I'exercica



Aide 1, question 2, Exercice B.1.6

V dérive d’un potentiel si et seulement si Yot= 0.

Retour a I'exercicea



Aide 2, question 2, Exercice B.1.6

rotV(x,y,z) = (0,0,x(2a — 1))

DoncrotV =0=— a = %

Poura = —, il existe une fonctiomg telle queV = Vg.

NI =

Retour a I'exercice



Aide 1, question 3, Exercice B.1.6

2
Vi(xy,2) = (y><,Z+ > >
Donc on avVf =V

Retour a I'exercice



Aide 1, question 4, Exercice B.1.6

N
CommeV dérive du potentidl, d’aprés la relation1(.5) son travail le long d’un arc orientéA
vaut

We. (V) = f(A) = F(O)

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.7

Z)

5%
1. a) on choisit une paramétrisation du segm@Al par exemple € [0,2], ~(t) = (t, 2t).
Comme cette paramétrisation est compatible avec 'orientatio®(dersA) alors on

applique la formuleX.3) et on aW&(V) = /2V (v(1)) - +/(t) dt.
CalculonsV (y(t)) - 7/(t). °



V() = V(nlt), ()
— V(t,20)
— (t—2at,3x%2t— 2t)

V(y(t)-+'(t) = (t—2at)* (1) + (32t —2t) % (2)
= t—2at+ 8t
= Ot — 2at
Il ne reste plus qu’a intégrer une fonction (en la variabEémentaire.

2
W (v) = /O (9t — 2at) dt
= 18— 4a

5% %

%
b) On calcul le travail sur I'arc orient®AA = OA U A'A. On doit donc déterminer les
% N
paramétrisations des arG#\ et AA.
Y
Un paramétrage de I'at©A compatible est € [0,2], ~(t) = (t,0). Le travail deV

m
le long deOA’ est donc



W (V) = /OZV(t,O)-(l,O) dt

_ /2 (t,—20) - (1,0 dt
0

2
:/tdt
0

= 2
%

On fait de méme sur I'ard’A avec la paramétrisation suivante (qui est compatible ave:
I'orientation de l'arc)t € [0,4], ~(t) = (2,1).

W (V) = /04V(2,t)-(0,1) dt

AA
4
= / 3t — 4dt
0

= 8
Donc le travail total d&/ pour aller deD a A’ puis aA vaut



W V) = Wi (V)i (V)

= 10

%
Remarque importante. On aurait pu choisir pour paramétrer I'arc orie®é la pa-
ramétrisation suivante € [—4,0], «(t) = (2, —t) mais dans ce cas cette parame-

5%
trisation n’est pas compatible avec I'orientation de I'Af& (on va dea(—4) = Aa
«(0) = A). Il suffit d’appliquer alors la formulel(4). On obtient donc

0
W (V) = - /_ V@01
0
_ —/ (3t +4) dt
4
- —{8)
_ g

Quelque soit la paramétrisation que vous choisissez, vérifier toujours si celle-ci est

compatible avec I'orientation imposeé par I'exercice
% %

c) on fait de méme en trouvant deux paramétrisations de<Cicgt A”A.



%
— arcOA” paramétré patre [0,4], ~(t) = (0,t).

W (V) =24
OA

%
— arcA’Aparamétré pare [0,2], ~(t) = (t,4).

A’A

Le travail total vaut donc
OA'A
Conclusion : le travail pour aller d& a A dépend du chemin suivi donc le champ de

forceV ne dérive pas en général d’'un potentiel (remarty@e
2. une parameétrisation du cercle orienté de cedtre (0, 0) et de rayon 2 est

te [0,27], ~(t) = (2cos(t),2sin(t))

Rappels :
— [cos(t)?dt = 3 (t + cos(t) sin(t)) + C.
2

— [sin(t)2dt =  (t — cos(t) sin(t)) + C.



— [ cos(t) sin(t) dt = 3 sin(t)2 + C.

2m
Weercle, (V) = / V (2cos(t), 2sin(t)) - (—2sin(t), 2cos(t)) dt

= / <4asm — 8cos(t)? + 8sin(t) cos(t)> dt

2m 2m 2m
= 4a/0 sin(t)? dt — 827/0 cos(t)? dt + 8/0 2iin('[) cos(t) dt )
_ Za[t — cos(t) sin(t)} - 4[t + cos(t) sin(t)} o +4 [sin(t)z} )

= 4r(a—2)

3. Deux méthodes possibles :
(a) SiV dérive d’'un potentiel alors son travail est indépendant du chemin suivant et do

W~ (V) = W~ (V)

OA’A OAA
26—-8a = 10

a = 2



(b) Le rotationnel d’'un champ/(x,y) = (V1(x,y), Vo(x,y) de R est

oV1

oV,
rotV = W(X’ y) — By —(X,y)

De plusV dérive d’un potentiel si rof = 0 (FormuleC.1.2.
Calculons roV = 2 — aet donca = 2.
Dire que poua = 2,V dérive d’'un potentiet équivaut a

Vi(x,y) = i(y)
wmw::gy Y)

Calculond.
Xx—2y = Z(xy) (1)
{ -2 = Fxy)
Intégrons (1) par rapporta(y considéré comme une constante).
f(x,y) = X—22 — 2xy+ g(y) oug(y) est une fonction ew.
Intégrons (2) par rapportya(x considéré comme une constante).



f(xy) = 373’2 — 2xy + h(x) ouh(x) est une fonction er.
donc on obtien%2 —2xy+9(y) = STVZ — 2xy+ h(x) c’est-a-dire

{QM%
hix) = %
2

3
fmw=5—mw-§+c

Conclusion :si V dérive d’'un potentiel, on a vu que son travail est indépendant d
chemin (question 1) et si le chemin est fermé (cas du cercle) alors son travail est |
(remarquel.6). On peut verifier ce résultat numériguement avec

Donc

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.1.8

/ x dy
Iy

/ZW acos(t) (bcos(t) dt)
0

2m
ab/ cos(t)? dt
0
. 2m
ab [t + cos(t) SlIl(t)]
2 0

abr



b)

0

2m
= ab/ sin(t)2 dt
0

_ ab [t - cos(zt) sin(t)] z”

_ / yax = — [ bsin(t) (—asin(t)dy
Iy

= abr

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.1.9

a)X2+y —2y=0 < X2+ (y—1°-1=0.
On reconnait I'équation d’'un cercle de cen&@, 1) et de rayon 1D est donc le disque
de centreA et de rayon 1 privé de sa frontiere.

- ~

TN

_—

b) Une paramétrisation admissible Oe est donc
t € [0,27], X(t) = cos(t), y(t) = 1+ sin(t).
On obtient alors

dx = —sin(t)dt
dy = cos(t)dt



27
/ Pdx+ Qdy = / —((l—l—sin(t))cos(t)zsin(t)—|—cos(t)2(1—i—sin(t))2)dt
T, 0

27
_ /0 (cost)? (1 + sin(t)) (1 + 2sin(t)) )t
27

2m 2m
= / cos?(t) dt+/ 3cos?(t) sin(t) dt+/ 2 cos?(t) sin®(t) dt
0 0

_ [t + cos(t) sin(t)] 2n N [_ cos3(t)} 2 ’

2 0 0
N [cos(t) sin(t) 4+t — 2sin(t) COSS(t)] o
3 0
m
= m+0+ >
&
2

c) On passe en coordonnée polaire et on obtient

X pcos(d) .
{y 1+ psin(f) ou(p,0) € A = [0,1] x [0, 27].



cos(f) —psin(0)

sin(6) pcos(0) —
Aprés calcul, on obtierff2(x, y) — 5o(x,y) = X% + y?

Notonsf (x,y) = x? + y? alors on a (voir Cours Intégrales Doubles)

On rappelle que le jacobien gst(p, 6) | =

// ! e Y)axdy= / / f (peos(9), 1+ psin(8)) [3(p, )| dodt



1 r2r

(,02 cos?(6) + (1+ psin(@))z) pO

27
(p3 + p+ 20° sin(@)) dpdd

//Af (pcos(8),1+ psin(0)) [I(p, 0)| dpdf =

1

S— o—

' 21 (1+ p) + 2p% [— cos(0)]&" )d@

1

N

I
o— o— o— o—

I
N

s p+p3) dp
7r
3

1
4
2

d) Le résultat était bien sir attendu. C’est la formule de Green-Riemann (fofntule

VRS
NI -

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.1

En supposant quieest différentiable efxg, yo), le plan tangent admet I'équation cartésienne :

X=X y=Yo 2-%
1 0 gﬁXOYO -0
1
0 8yXoy0)

soit en developpant

2~ (40, 30) = (X—X0) 5 (%0 Y0) + (¥~ Yo) (4. 30

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.2

a) X2 +y2—ax= (x—a)*+y2— a2
Y. est le cylindre dont la base (dans le plddy) est le cercle de centd¥a, 0) de rayon a
et de hauteuh. Ainsi, en coordonnée polaire, on obtient comme paramétrisation

FigureC.1-a=2h=5



X = af(cos(u)+1)
d(u,v) = | y = asin(u) ou (u,V) € [0, 2pi] x [0, h]
zZ =V
b) On applique la formule?.4) :

—asin(u) 0
Tu(u,v) = | acos(u) | etTy(u,v)=1 0 |.
0 1

Ainsi on obtient ;

2r  rh
airedeX = / / | Tu(u, v) A Ty(u, v)||dudv
o Jo

_ /0 7 /0 h V/ (acos(u)? + (—asin(u))2dudv

2 h
— / / adudv
o Jo

= 2rah

Retour a I'exercices



Solution de I'exercice B.2.3

i

On applique la formuleZ.6) avecs = 1 etf(x,y) = X% 4 y2.
2 2\ 2
V(X Y. f(xy)) - (—g—fx(x, y), —g—;<x, y), 1) = — 2202 + y?) — 2y(x@ + y?) — &)

. X = pcos(0)
On passe en coordonnée pola\{rey _ psin(6) avec(p,f) € [0,1] x [0, 2x].



//2+V-da

1 r2r p5
/ (—2p5 cos(60)? — 2p*sin(0) — >
0

2r s
( 1 cos(0)3 — gsin(ﬁ) — %) dpdd

Retour a I'exercice

N—



Aide 1, Exercice B.2.4

X

Paramétrer la surfack(x,y) = | y | ou??est...
77

Retour a I'exercice



Aide 2, Exercice B.2.4

X

D(x,y) = y
2—2X—Y

Calculer une normale (formul@ (1)) induite par cette paramétrisation et veérifié si sa direc-
teur coincide avec I'orientation imposée par I'énonce.

Retour a I'exercices



Aide 3, Exercice B.2.4

N(X,y) = (1,0,-2) A (0,1, —1) = (2,1, 1)

Sa directeur est compatible avec I'orientation’deéOn normalisen(x,y) = \%N(x, y).

Il ne reste plus qu'a calculeii // (Y, X,2—2x) - (2,1,1) dxdy
v6.JJ) s,

Retour a I'exercicea



Aide 4, Exercice B.2.4

On va fixé la premiere variabbequi d’apres le dessin va de= 0 ax = 1. Exprimery en
fonction dex (i.e. déterminer I'équation de la droite du ple@y passant par le poirit, 0) et
le point (0, 2).

Retour a I'exercices



Aide 5, Exercice B.2.4

Quandx parcourt I'intervalle[0, 1], y parcourt I'intervallef0, 2 — 2x].

1 1 22
V.do = —/ / 2y + X+ 2 — 2x) dxdy
/., s ( )

2-2
= /y2+2 x}oxdx

S!

2 22 4 (2 - x)(2 — 2x)) dx

/ 6x + 8 — 14x)dx

-5l

Sl e

Retour a I'exercicea



Aide 1, question 1, Exercice B.2.5

Appliquer la formule 2.5) ou la formule 2.6), donc il faut
1. Déterminer une parametrisation du c@néelle que cone ¢(D).
2. Calculer un vecteur normal unitaire.
3. Calculer I'intégrale sur le domairie.

Retour a I'exercicea



Aide 2, question 1, Exercice B.2.5

Le cone est défini a l'aide de I'équatian= 1 — /X2 4 y2 donc une paramétrisation est
D(x,y) = (X, y,f(xy)) ouf(xy) = 1 — /X2 + y2. Donc cone= f (D) (formule @.6).

On sait qu’un vecteur normal unitaire est (formutelf) alorsn = ( a?(f, _3‘3‘: : 1)
rotV(x,y,z) = (1, -1, 2)
Il reste donc a intégrer

a//D rotV (x,y,f(x,y)) - ndxdy

On vérifie queD est le disque du plaxOyde centre O et de rayon 1 et 1.

Retour a I'exercice



Aide 3, question 1, Exercice B.2.5

Pour intégre// rotV (x,y, f(x,y))-n dxdy paramétrer le disque en coordonnées polaire
Disque

Retour a I'exercice



Aide 4, question 1, Exercice B.2.5

X = pcos(0)
<y = Zsin(e) ) avec[p, 0] €]0, 1] x [0, 2.

On obtient alors

X y
rotV (x,y,f(x,y)) - ndxdy = // — + 2 | dxd
//disque el Y disc1ue<\/X2+y2 /X2 +y2 ) Y
1 r2r
= / / (cos(f) — sin(6) + 2) pdp db
0 JO
1

— [ (@ + lcos(6)13" + 4r) pdoct
0
1

= / At pdp
0

= 27

Le calcul de / dxdyn’était pas nécessaire car cette fonction en la variable

X
disque / X2 + y2



X est impaire et le domaine d’intégration est symétrique par rapport a la dreitd donc

ffd|sque\/7 dXdy 0.

Il en est de méme pour le terr?é/ dxdy.

y
disque /X2 + Y2

Retour a I'exercice



Aide 1, question 2, Exercice B.2.5

Quel est le bord orienté de. :
ATTENTION : ne pas confondre avec le domaielef.

Retour a I'exercice



Aide 2, question 2, Exercice B.2.5

Le bord deX; est le centre de centre O et de rayon 1 parcouru dans le sens trigonometric
dont une paramétrisation est t € [0, 21] = (X = cos(t),y = sin(t),z= 0).

Pour calculer la circulation d€ le long de ce cercle, on peut utiliser les deux méthodes
suivantes :

a) CalculerV (y(t)) - +/(t) (formule (L.3).
b) Calculer les différentielleslx, dy et dz (voir exerciceB.1.4) et appliquer la formule
/m V]_dX-}- Vzdy—i— V3dZ
Cercle ;
On utilise la méthode b).

dx = —sin(t)dt
dy = cos(t)dt
dz = 0

On obtient donc



2m
/ . V1dx+ Vody + Vadz = / ( — sin(t) * (—sin(t)) + cos(t) * (— cos(t)) + 0) dt
C 0

ercle
= 27

Retour a I'exercice



Solution de I'exercice B.2.6

On applique le théoréme d’Ostrogradski (formeg)). Les normales a la sphere sont suppo-
sées sortantes.
Notons) la boule de centre O et de rayon 1.

// V.do = // divV dxdydz
i v
= / / dxdydz
y

= \olume de la boule unité
4

3
Pour ceux qui ne connaissent pas le volume d’une boule
il suffit de passer en coordonnée sphérique.

X = psin(f) cos(¢)

(0.0.6) = [ y = psin(8)sin(6) | oti(s,6,4) €]0,1] x [0,7]x]0, 211,
z = pcos(@)

Le jacobien vautlet (Jip, 6, ¢)) = p?sin(6).




1 /7 pom
/ / dxdydz = / / / p?sin(0) dpdd, do
V 0 JOo JO
_ A

3

Retour a I'exercica



Solution de I'exercice B.2.7

a)

) gui ne correspond pas a 'orienta-

e
[7p]

(¢)]
TSS
Ez =
O O '®
C N N
W(
(4]

+ I
o

> - ~
CcC —~
S3&S 2
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— o .=
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0 <
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o
mm.U/\)
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cos(6)
tion de I'arc fermdl paramétré payl : 0 € [0,2x], | sin(0)
1
C)
27
/ V (y(0))-~'(0)do = / (—sin(0) sin(#) — cos() cos(6)) dd
rt 0
= —27
X
rotV = y
—27

En appliquant la formule de Stoke3.§) (avec le signe-) car incompatiblité de I'orien-
tation, on obtient

//21 otV do = —/Fl v (71(9)) -y (6) do

t
= 27

pcos(6)
d) On paramétris&? pary? : (p,) € [0,1] x [0,27], | psin(d) |.
1



Une normale &2 estn? = | sin(d) | A | pcos(d) | = [ O | quicorrespond a

I'orientation de I'arc fermd .

e)
CommeX = X1 U X2, on a alors d’aprés le théoréme énoncé

// rotV-da:// rotV-da+// rotV - do
N s 52

=0



Vérification :

2 1
// rotV - do :/ /rotv(q)z(p,@))-nzdpd@
22 0 Jo
2 1
= / /—2pdpd9
o Jo
—27

Retour a I'exercice
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