[Feuille 5 : Equations différentielles ordinaires (EDO) |

On utilise l’abréviation EC pour équation caractéristique. '
Penser o chercher, dés le début, une éventuelle solution particuliére évidente pour [’équation avec second

membre.
Chague solution tmuvee peut étre l'occasion d’étudier une fonction ou une famzZZe de fonctions jusqu’au tracé

de son graphe.

Exercice 0 - EDO a variables séparables

On laisse le soin , & 1’étudiant(e) de les inventer & partir de la feuille de TD 3, exercices 6,7,8,9,10,... par

exemple : Résoudre
eV.Inz

% (z+1)2%(e+1)

a été énoncé & partir des intégrales Iy de I'ex. 6 et I3 de I'ex. 7.

=0

Exercice A - EDO linéaire du 1 ordre : ¢+ yP(z) = Q(z)

On résoudra les EDO suivantes :
, o

/
DyE*+1)-y+1=0 2 —x%=y+m(1+1nx) 3) —%+2xy+a:=0' 4) = yltanz) + 1

5) 2® +y -y =0 6)@/’+;c%=el/x 7y +(2-3"y=2" 8 azy=y+2’+327 -2

1
9) ¥ +y cotan =2 10) ¢y —ytanz =¢€® 11) ¢ = _ac% T z8 12) (z* + 1)y + 2oy = 4z
y=1 14 zy — (1 +22)y=—2%" 15y + oy _ _ 2’
: x2 1 (xQ — 1)3/2

2z — 1
P

13) o/ —

Exercice B - EDO linéaire du 2™ ordre a coeflficients constants :

ay” + by +cy= f(z) h

B-1 : ‘Sans second membre’ : f(x)=0
Avec les 5 équations suivantes, on verra défiler, divers cas pour 'EC :
— deux racines réelles distinctes dont une nulle
— deux racines réelles distinctes différentes de 0
— deux racines complexes (conjuguées, bien sir)
— une racine réelle double :
deux racines imaginaires pures

|

1) Résoudre les équations suivantes :
a) Y+ 3y =0 b) y' +2y —3y=0 ¢ v +4/+13y=0
d) ' —4y'+4y=0 e) ¥ +9y=0
2) Le probléme inverse est rarement pose, miais c’est un bon entrainement : écrire PEDO linéaire du 28me

ordre & coefficients constants sans second membre qui a pour solution réelle :

a) Yo(z) = ki sin(2z + k) b) yolz) = e (k1 + koz) ¢) yo(z) = €™ (ky cosz + +ky sinz)

d) yolz) = k1% + koe™>" e) o) - ki + koe ™" ou k; et kg sont des réels quelconques




B-2 : Second membre = polynéme:eoz.polynéme

Aux équations homogenes précédentes, on associe maintenant un second membre en forme de polyndme.
L’étape de recherche de la GSSM (solution générale de I'EDO sans second membre) est donc déja faite en

B1). “Il ne reste plus qu’a” trouver une PASM (solution particuliére de l'équation avec second membre) ,
puis & tenir ,compte d’éventuelles conditions initiales.

Résoudre les équations suivantes :
1a) y” + 3y =z +8 satisfaisant aux conditions y(0)=0 et ¥(0) = 5

Comment se comporte cette solution, & l'ordre 1, quand z — 0 ? Quand z — +oc0 7

4
16) y" 43y =z +8 satisfaisant aux conditions y(0) =10 et y(1) = %

2) ¥ +2y -3y=z+38
3) v/ + 4y + 13y = 132? + 8z + 2 satisfaisant aux conditions y(0)=0 et 3/(0)=3

229 . 3
4) Trouver la solution de y” + 4y’ + 229y = - qui satisfait & y(0) = 5 et y/(0) = =2

Préciser les régimes transitoire et permanent de cette solution.

5) On peut montrer que VEDO — 4y +4y = z et 'EDO y” — 4y + 4y = 8 admettent respectivement pour -

1
et Ya(z) = €?®(k1 + kaz) + 2 ot k1 et ko sont des constantes

solution générale Yi(z) = e* (k1 + kpz) + Z
réelles quelconques.. En déduire sans calcul la solution générale de ' —dy +4y=8+=z

B-3 : Second membre =e*?.polynéme olt A # 0

Résoudre : o '
1) y" + 3y = e ¥ (122 + 1) 2) v’ +4y + 13y = (202 — 14)

B-4 : Second membre = e**cos(fz + ¢)

Résoudre :
la) ¥/ +4y +13y = 145cos(2z)  1b) y"+ 4y +13y =290 sin(2z)

lc) y" 4 4y + 13y = 145[cos(2z) — 2sin(2z)]

%)y — 4g/ + 13y = 10cos(2z + %) %) — 4y + 13y = e cos(2z + g)
3) " — 4y’ + 13y = €** cos(3z + g—)
4) o — 4y + 13y == €** cos(2z + g) + e {x + cos(3z + %)]

Exercice C - Oral VETO (V.0.)

C-1) Déterminer a,b,c € R tels que

1 _8, b n c
z(z2—-1) =z z—1 z+1

C-2) Résoudre Péquation différentielle

z(z? — 1)y + 2y = 27

On cherchera une solution particulire sous la forme k(z)yo(z) ol yg est la solution de PESSM




Exerci"’ée D - Intégrale et EDO

17.3?-

Determmer la fonction f réelle continue sur R verlﬁant flz)+ / (x =1t)f(t)dt = 1. Pour cela

. Poser" g / f t)dt et calculer g (z ) et g(0).

. -

Zz
2. BEn déduire, par intégration par parties, que / (z —t)f(t)dt= / wg(t)dt
: 0 0 o

ad

Poser h(z) = /'E g(t)dt et calculer h/(z) et h(0).
0
Quelle EDO vérifie la fonction h ? Résoudre cette EDO.

. En déduire la fonction f cherchée.

Exercice E - Application a la physique (facultatif)

Dans ce qui suit, z est un déplacement par rapport & I’équilibre, fonction du temps ¢; reconnaltre les
situations physiques décrites par ces équations et les résoudre.
1)E=0
2)mi=mg avec z(0)=a £(0)=0
3) mi = —yi avec z(0)=a z(0) =wvo (poser T=m/y)

4) mi =mg—z avec z(0)=a £(0)=0

5) mé=—Cz avec «(0)=a £(0)=0 (peser wf = C/m)
6) mi = —Cx — vi avec z(0) =a £(0)=0 discuter les diverses situations
7)) mi& =—Cz — v& + Fosin(Qt) avec z(0) =a 2(0) =0 discuter les diverses situations

~Exercice F - Espace de phase (pas explicitement au pro-
gramme)

Soient les EDO  5¢/ .+_ 2y=0 -y' = y(1—1y)

© D-1) Tracer la courbe orientée donnant 3 en fonction de y

D-2) En déduire le comportement asymptotique des solutions

D-3) On pourra toujours vérifier en résolvant courageusement ces EDO

Exercice G -EDO non linéaires se ramenant a une EDO linéaire
du 1" ordre : équation de Bernoulli: ' +yP(z) = M(z)y® (pas
explicitement au programme) :

D) (z*+ 1)y — 2y =—24 ey =y+zy*(l+nz) 3) y-"—}—%z'Zmy +zyt=0
tanz -1 ' T ‘:
Dy =v—3 +35 5) (2° +y°) = 3zy’y'= 0
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