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[Feuille 2 : Th. de Rolle, th. des accroissements finis

Exercice-cours 1 - Th. des acc. finis=conséquence du th. de

Rolle

On considére une fonction f de la variable , continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[. On définit la
fonction auxiliaire ¢ de la variable z, de telle sorte que R

vz € [a,b], @(z) = f(z)— fla)— Az —a) ol A est lé réel constant tel que ¢(b) = ¢(a) = O

1) Calculer la constante A
2) Est-ce que ¢ satisfait les hypothéses du théoréme de Rolle entre a et b7

b) —
3) En déduire qu'il existe un réel ¢ tel que fle) = w avec a<c<b

Exercices 2 - Applications du th. des acc. fin. & la démontration
d’inégalités
Ex.1) L’énoncé du théoréme des accroissements finis contient une inégalité directement exploitable pour
résoudre les questions suivantes. #

1) Soient a et b deux réels tels que 0 <'a <b et soit la fonction f définie par f(z) =1Inz

1-a) Peut-on appliquer le théoréme des accroissements finis & f entre a et b7

1-b) En déduire que a < _bza <b
Inb—1Ina

2) Montrer que les double-inégalité ou inégalités suivantes sont satisfaites

e a) pour z >0, < arctanz < z .
1+III2, ' i
. z (T 9‘_) - ¥
e b)pour 0 <z <1, z < arcsinz < - (&ﬂw‘“ W

T )

e c) pour z > 0, %%Sln(l-l—m)Sa:

1« 1
¢ d) pour z >0, T2 <In(l+z) —In(z) <=

e ¢) pour tout z réel, e*—-12z

o f) pour tout z,y € [—z,-f-%], |z —y| < |tanz — tany| < 2.]z — y]

4
. a . . (04
og)pOUI‘O<O!<1, et 1€N, WS(Z‘*’l)a—’LaSil_a'
4 n e
En déduire que, quand n tend vers I'infini, la somme  Sp = Z ——  équivaut a —.
g e’

i=1
Suggestions : écrire la double inégalité précédente pours = 1,2, 3,...n ; sommer membres & membres, ce
qui donne une nouvelle double inégalité ; travailler les deux inégalités séparément en faisant apparaitre

Sy, ; puis les regrouper pour encadrer le quotient Z—;;j par 2 fonctions qui tendent vers 1 quand n

(%

tend vers 'infini.




Ex.2) Du théoréme des accroissements finis, découle un second théoréme appelé ‘Inegahte des accrois-

sements finis” :
— Soient :
i) deux réels a et b tels que a < b
ii) une fonction f de [a,b] dans R, continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b]
iii) et dont la dérivée I est bomee1 sur Ja,b[ , avec m = infjg (f) et M = sup]a’b[(f’)

- Alors : m.(b—a) < f(b) — fla) < M.(b—a)
— Une autre formulation de la proposition iii) existe, ot iii) est rerﬁplacée par
iii-bis) | f| est-bornée sur Ja,b[ , avec M = supjq (| f’])
Alors : Vz,y €la, b, [flz)—fy) < M|z —y
Expioiter ces résultats pour montrer que

e a)Vz,ye R |sinz—siny| < |z -y

e b)VzeR |[sinz| <z

e ¢c)Vze€R 0 <arctan(z + 1) — arctan(z) < 1 (les égalités sont-elles réalisées ?)

- Exercices 3 - Formules de Taylor-Lagrange, formule de Mac-

Laurin

— Solent deux réels a, bet n € N, et une fonction f € C™([a,b],R), qui, sur ]a, b], admette une (n+1)-idme
dérivée,
alors 3 ¢ €]a, b] tel que ?

o 6-a)® b —a)™™ i , s Pordr
f(b) = ];0 f¥a) + mED f (¢) (Taylor-Lagrange & ’ordre )
Pour n =0, on retrouve le niveau du th. des accroissements finis.
— En posant A = b — a, on trouve la formulation

2
Fat )= £+ 2@+ B0+t B0 + B e g ) o 0 <8<

— En posant a =0 et A = 2, on obtient :

z® s
z) = E o FE0) + — 1)| FrtD (ﬁx) (Mac-Laurin & l_ordre n)

Ex.1) Toute information sur expression du terme complémentaire (reste de Lagrange d’ordre n) se traduit

par une comparaison entre f(x) et la partie réguliére.
Application : Démontrer les inégalités suivantes :

sin:cZ:z:—‘%, siz >0 cosmzl—%— ’canx-Zm%-?, siz >0
2 2 2 3
x—%—ﬁln(l—}—x)ﬁx, siz>0 m-—%gln(1+x)§a¢—%——f—%; siz>0
22
In(14cosz) —1n2 <——z—, sifzf <7

'Une fonction g de la variable réelle = est bornée sur un intervalle I s'il existe M € R7 tel que pour tout z €

I, lg(z)] < M
2Pour la demonstration la fonction auxiliaire telle que ¢(a) = ¢(b), & laquelle on applique le théoréme de Rolle est
b — )+l .
o0) =3 Lo 0e) - g0y + 40—
k=0 ’

0




vers I’infini peut permettre de calculer la limite d'une somme S

Ex.2) La limite du reste quand n tend
Laurin de In(1+ ) au voisinage de z = 0, & l'ordre n en explicitant

1) Ecrire le développément de Mac-

le reste : [y el _
| (1)@ ot 0<f<1

Fu(2) = T [+ gmpt

2) En remplagant z par 1, en déduire une expression de la somme

11 1 .
Sn=1—§+§—...+(—1)“ 1;. puis nlirgoSn

Ex.3)
1) Montrer que, pour 0 <z <1,ona la double inégalité In(l+z) <z < —In(l~z).

2) En déduire la limite quand n tend vers I'infini, de la somme

1 1
Sn:_+ +

k = réel fixé
n n+1l +n+kn reel ixe

Suggestions : dans la double inégalité trouvée, remplacer z par %, ﬁi’ ..., ajouter membres & membres.

Exercice 4
1—zsing —
On donne la fonction f définie par f(z) = géesinfmzcosx

1) Calculer :
limo flz) (Concours B1- 28-24 Juin 1995)
z —

2) Calculer
 dm flz)  puis B lim _f(z)
Exercice 5

Calculer le DL de sinz et de sin(tanz) au voisinege de z = 0 & 'ordre 5. En déduire

. sin(tanz)+sinz — 2z
lim E
z—0 Z

Exercice 6 ~(Bztrait de Agro 99 - Epreuve C')
On considére Péquation : 3 —z? —2z+1=0 |
1) Montrer qu’elle admet 3 racines réelles distinctes vérifiant —2<z1 < -1<0<z2<1<23<2 ’ -

2) Justifier la relation : @1 +zp+ 23 =1 , puis en déduire les inégalités : lzo| < |z1] < |z3| < 2

Exercice 7 ~(Extrait adapté de Agro 99 - Epreuve A )

On considére Pensemble des polynémes B, de la variable z, de degré inférieur ou égal & n tels que
Bn(z +1) = By(z) = nz™?! et fol By(z)dz =0

1) Calculer Bi(z) et Ba(z)

2) Déterminer le degré et le coefficient du terme de plus haut degré de B (z)

3) Montrer qﬁe pour n > 2, on a : Bp(0) = Br(1)




Exercice 8 -

Calculer lesMDL des expressions f(z) suivantes

| flz) = au  voisi- | &
nage de | I'ordre
z=" '
0 4
Sinz
0 4
2COS T
0 5
ocos [In(cos z) ]
0 6
In(cosz)
0 4
(1+=z)°
0 6
1
COoST
0 4
In(1+ z)
1+2
0 5
th z
0 4
sin[ln(1 + z]
0 4
V1+sinz
0 5
tanz
0 4
z
sin.z
. 0 4
sin( 5 cos )
0 4
z
eCosz .
K 1 3
‘ 0 9
Vz(sinz + sh z — 2z




Exercice 9 - Définition de la convexité sans utiliser f”

Une fonction f est dite convexe sur un intervalle [a, b] si tous les points de son graphe-sur cet intervalle se
trouvent au dessous de la corde joignant les poifits [a, f(a)] et [b, f (®)] . £

Cette définition est particuliérement utile lorsque la- dérivée seconde n’existe pas.

Vérifier que la fonction f définie par f(z) = |z| est convexe sur lintervalle [—-1, 2].

Exercice 10 - Th. de la bijection récipfodﬂe

1) Soit la fonction
g:z€R = g(z) = arctan(lnz)

a) Etude compléte de la fonction

b) Admet-elle une fonction réciproque g7
Si oui, en donner le domaine de définition et le domaine de valeur , puis tracer son graphe.

2) Donner l’expression explicite de cette fonction réciproque
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[Feuille 2 : Réponses aux DL de Iexercice 8 |

f(z) = éu voisi- | &
nage de | I'ordre
T =
T o 14
0 4 - 142+ =—z? — =2° + R4(z)
SinT 2 8
12,14 |
0 4 fell-5a+ et )+ Rul2)
£COS T 2 6
1
0 5 e <1 - —934> + Rs(z)
(cos [In(cos z) | 8
1 1 1
0 6 —Zg? — —at~ —2% + Re(z)
In(cos ) 2 12 45
1
0 4 L+a-ga’+ %x‘l + Ry(z)
(1+3)*
1 3] 01
14 = 2, Y. 4,4 78
1 0 6 + 5% + YR + 720" + Rg(z)
Cos . - .
0 4 z—s2? + —a® — Ta' + Ry(x)
In(l+ z) 2 6 12
1tz
T3, 25
0 5 z—72° + —=z° + Rs()
th z 3 15
' Lo, 13
sin[ln(1 + z)]
‘ 1 1 1 I
" 0 4 1+“$——$2——933+——:c4+R4<m)
: I 2
0 5 x+§m3+ﬁx5+R5(g;)
tanx
0 4 1+ 22? + ot + Ry(a)
i 6~ ' 360 ¢
sinz. :
-z
0 4 1— 552" + Ba(2)
. 32
sm(§ cos )
1T 2 1
0 4 1+$+—x2+—$3+—2x4+R4(x)
oL/ COS T 2 3 24
1 T P 5
1 3 1—!—§($—.1)~§($—1) +E(g;_1> + Rz —1)
Nz
0 o Y2l (14 557 ) + Falo)
fad o(z
Vz(sinz + sh z — 2z 5! 2.6.7.8.9

Remarques :

Les propriétés de parité d'une fonction se retrouvent
Quand l'indice du reste est supérieur au degré de la partie réguliére du DL, c’est que les termes apparemment -

manguants sont en fait nuls.

dans son DL au voisinage de 0.
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