Corrigé de Feuille 4 : Intégration (2)
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Exercice 2

Il suffit d’intégrer les expressions et d’étudier les limites aux bornes d’intégration en fonction des
parametres a, b et «.

Exercice 3

I converge, I» diverge, I3 converge, 14 converge, I5 converge, Ig diverge, Iy converge, Ig converge,
Iy converge.

Exercice 4
I, diverge, Is diverge, I3 converge, I, diverge, I5 converge, I diverge.
Exercice 5

I; converge, Iy converge, I3 converge, I, converge.



Exercice 6

I; converge, I converge.



Corrigé de Feuille 5 : Equations différentielles ordinaires (EDO)

Exercice A

1) y(x) — aearctanx + 1
2) y(z) = = — Z2(3Inz + 2)
Yy 22
1
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5) y(z) = ax + 5
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14) y(z) = axe®® + ze®
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Exercice B

15) y(z) =

1
la) y(z) =a — gbe_?””
1b) y(z) = ae 3% + be”

lc) y(z) = ae™**sin(3z) + be™* cos(3x)

le) y(z) = asin(3x) + bcos(3z)



TD équations différentielles

Exercice 1

2

T
Résoudre 1’équation différentielle 3/ — y tan x = — cos* x sur l'intervalle ] — 93 [

Exercice 2

3

Résoudre I’équation différentielle zy’ — y = «® sur RY, puis sur R* , et, si cela est possible, sur R.

Exercice 3
Résoudre I’équation différentielle ||y’ + y = 1 sur R, puis sur R* , et, si cela est possible, sur R.

Exercice 4

* dt
l.a. Calculer, pour x < 0, l'intégrale / en effectuant le changement de variable

_12(1—t)y/—t
défini par u = /—t.

v dt

1.b. Calculer, pour 0 < z < 1, l'intégrale / —— en effectuant le changement de variable
1/2 2(1 — t)\/i

défini par u = V1.

2.a. Montrer que lorsque u — 0, on a arctanu ~ u.
3

u
2.b. Montrer que lorsque v — 0, on a tanu = u + 3 +ulo(1).

3
P u
2.c. En déduire que lorsque v — 0, on a arctanu — u ~ ——.

3
3. Résoudre 2x(1 — z)y’ + (1 — )y = 1 sur chacun des intervalles | — 00,0[, ]0, 1], et |1, +o0].
4. Montrer qu’il existe une unique fonction f continue sur | — oo, 1[ qui soit solution de 1’équation
différentielle de la question précédente pour x # 0. Montrer que f est dérivable sur | — oo, 1.
Exercice 4

Résoudre I'équation différentielle 3’ — ' — e?*®y = e3*. Pour cela on posera u = €.

Exercice 5

4—z
1. Déterminer les primitives de la fonction x — 4/ sur U'intervalle ]0,4[. On pourra poser
x

N
=\

2.a. Trouver la solution générale de I'’équation différentielle (4 —22)y’ — (z+2)y = x sur l'intervalle

0, 4[.

2.b. Parmis les solutions de (4z — 22)y’ — (z + 2)y = = sur l'intervalle |0, 4], montrer qu’il en existe

une seule telle que lim y(@)
z—0t T

existe et soit finie.

Exercice 6



Résoudre les équation différentielles suivantes (a est un parametre réel) :
(1) y// o 4y/ + 3y — x26x + aj€2‘r,

@) 2+ (1—a)y = VD

Exercice 7
On considere I’équation différentielle

(1) 2y + 2y + 2y =0.

sinx

1. Montrer que la fonction ¢ définie sur |0, 7[ par ¢(z) = est solution de (1) sur |0, 7[.

2. Déterminer les solutions de (1) sur |0, 7[ en posant y = ¢z.
3. Déterminer les solutions de (1) sur [0, 7] puis sur [0, 27].

Exercice 8 (équation d’Euler)

On considere 1’équation différentielle
(1) 2%y +3zy +y=1+2%

1. Déterminer les solutions de (1) sur RY en posant u = Inx et §(u) = y(e").
2. Déterminer les solutions de (1) sur R* puis sur R si possible.

Exercice 9

Résoudre 1’équation différentielle z(x + 1)y” — y' — 2y = 322. Pour cela on cherchera une solution
de ’équation homogene de la forme y = 2%, € N.

Exercice 10

Résoudre 'équation différentielle f'(z) = 2f(—z) + «.



TD intégrales impropres
Exercice 1 (lemme de Gronwall)

Soient f et g deux fonctions continues, et a € R, telles que

Vt€R+> g(t) Zoa

VreRy, f(z) Sa—l—/oxf(t)g(t)dt.

FEn considérant la fonction ¢ définie par

vy = (a+ [ sawar)es (- [ gtwau).

montrer que pour tout x € Ry, on a

f(x) <aexp (/Omg(u) du) :

Exercice 2

+00 et

On pose f(x) = / - dt.

xT
1. Justifier I'existence de f(z).
2. A l'aide d’une intégration par parties, donner un équivalent de f(z) pour z — +o0.
3. Ecrire que 1%in% e ' =1 aTl’aide de la définition quantifiée de la limite d’une fonction.
—

4. En déduire un équivalent de f(z) lorsque x tend vers 0.



TD formules de Taylor et développements limités

Exercice 1

Soit f une application de classe C? sur un intervalle I de R, et a € I.
1. Calculer

et h)+ fla—h) =24
h—0 h2

2. On suppose que 0 € I. Calculer
f’(x) _ f@)—-f(0)

lim
z—0 xT

3. Soit ¢ : I\{a} — R la fonction définie par

Montrer qu’on peut prolonger ¢ en une fonction de classe C! sur I.

Exercice 2

1 1
Soit f la fonction définie sur [— g, g} par f(x) = — — ——siz #0, et f(0) = 0. Montrer que f
x sinzx
est continue et dérivable en 0. Donner f/(0).
Exercice 3
Démontrer les inégalités suivantes :
3 3 5
x x x
vz € 0,7, — T <sinz<z-— "+ —,
x € [0, ] T— & Ssine <z 6+120
2 4
Vz e R, ‘1—2—0083@ §;—,
22
VreR, ]ex—l—:v|§?e|x‘.

Exercice 4

Soient a € R, et f une application de classe C? de ]a, +o0o[ & valeurs dans R. On suppose que f et
1" sont bornées, et on pose My = sup |f(z)| et My = sup |f"(x)].
r>a xr>a

1. En appliquant convenablement la formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout x > a et
pour tout h > 0, on a

M,
/@) < hMy + =2,

2. En déduire que f’ est bornée sur |a, +oo].
3. Soit g une application de classe C? de ]0, +oo[ dans R, & dérivée seconde bornée, et telle que

. o 5 . / o
xgrjloog(a:) = 0. Montrer que l'on a xganoog (x) = 0.



Exercice 5

Soient (a,b) € R?, tel que a < b, et f une application de classe C® de [a,b] dans R. Montrer qu’il
existe ¢ € |a, b] tel que

a —a 3
10 =@+ 6-ar (“50) + C5 .

Exercice 6

1. Soit n € N*. Montrer que 1’équation tanxz = z admet une seule solution, notée x,, dans

: 7r
I'intervalle }mr, nmw + 5 {
2. En appliquant la formule de Taylor-Lagrange a la fonction ¢(z) = tanz — x & un ordre bien

choisi, trouver un équivalent de x,, — nr.

Exercice 7

zlnz

Déterminer, si elle existe, la limite de f(z) = 7 1 lorsque z tend vers 1.
;U —

Exercice 8

Etudier la position du graphe de f(z) = In(z? + 2 + 1) par rapport & ses tangents en 0 et en 1.



